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V o r r e d e. 


Ich lege dem Pablümm hier die Ueberfetzung 

von ’ . ; . 

Geometrie de Poßtion par L. N. M. Camot. ' 

' Paris IQ05. 4. (Einleitung XXXVIII, Text 

489 Seiten.) . . 

/ 

vor. Ein Werk, das neue richtige Anfichten 
mit einer allgemeinen Erfindungsmetliode (der . 
Carfiellung durch Tafeln) verbindet, kurz ein 
Werk Carno t’s durfte wohl nicht länger 
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mehreren entzogen werden, die der hohe Preis 
des Originals, oder die Sprache, davon ab- 
hielt. 

\ 

Den Quarlband des franzö/lfchen Werhs 
habe ich in zwey Ohtavbände getheilt, von 
denen der eilte das Original bis zur Seite 252 
enthalt, und aufserdem eine hurze Wiederho- 
lung der darin aufgefiellten Theorie der foge- 

' , -j • - 

nannten negativen Quantitäten. Diefer Zufatz 
ilt aus dem 

Metnoire Jur la Relation qid exiße eiitre les 
dißances rejpectives 'dc cmq points pris dans 
Vefpace, par L. N. M. Carnot'. Paris ißGÖ.' 
4. (111 Seiten.) • ; ' .1 \ 

entlehnt, von dem ich auch eine Ueberfetzung 
liefern werde, zu der Camot’felbft 'mich auf- 
gefordert hat. Er erklärt in feinen Briefen an 
mich diefs Memoire für den beiten Zufatz, den 
er noch zu feiner Geometrie der 'Stellung ma- 
chen könne-, und bedauert^ dafs- ^im eine 
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fchwächliche Gefundheit und Gefchaftc anderer 
Art nicht erlaubten, beyde Werke in eins zu 
verfchmelzen. < • 

Was ich in Hinficht auf meine Arbeit an- 
zuzeigeh hätte, wäre wohl folgendes. 

' Im Anfänge, wo der VerfalTer die Grund- ^ 

i 

Tatze feiner Theorie entwickelt, 'liabe ich nichts, 
abgekürzt, am Ende aber, auch unter den Bey- 
fpielen, manches' zufammen gezogen und aus- 
gelaffen , ' was, ein geübter Lefer nicht vermif- 
fen wird. Andere Lefer verträgt das Werk 
feiner Natur nach nicht. . 

Mehrere Druckfehler des Originals, auch 
beträchtliche, find von mir verbelfert, es kann 
''aber feyn, '-dafs ieh- in den Tafeln noch einen 
oder den' andern überfehen habe.' Das wird 
mir denn. auch 'wohl niemand zur Lafi legen,' 
obgleich ich nicht, wie Pinaroli in feiner 
ntichil d di Roma, daraus Nutzen für 
meine Lefer holfe. 
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Circa gli errori di preyo ejfer difcreto, per»' 
fuadentoti over io impieguto tutto il pojji» 
hile per evitarli e fe pure ve ne ojjferverai 
ferviranno per effercitar la tua pa~ 
zienza. 

Es könnte bey einer flüchtigen Anßcht ^ 
auffallen, wenn ich poßtion durch Stellung, 
quantite durch Quantität überfetzt habe; da 

die Antwort aber fchon vorne im Werke felbft 

% 

liegt,' brauche ich fie wohl hier nicht zu wie- 
derholen. 

Auf den Kupfern zu diefem Theile lieht 

Geometrie der Lage. Mein Herr Verleger 

/ 

hat fie nämlich von einem Buchhändler aus 
der Rheingegend gekauft, der fie zu einer von 
ihm projektirten’’ Ueberfetzung 'liechen . liefs. 
Da fie Ibnli gut gearbeitet find., glaubten wir 
diefen kleinen Uebelliand nicht beachten zu 
dürfen. 
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' Einige Bemerliungen über die hier vorge- 
tragene Theorie werde ich dem zweyten Theile 
als Anhang beyfügen, natürlich mit Rücklicht 
auf Buffe’s Vergleichung. 

Den gröfsten Theil des erfien Theils habe 
ich vor drey Jahren ausgearbeitet, d. h. zu 
einer Zeit, wo Mathematik mir noch Erho- 
lung von andern Arbeiten war. Es iß daher 
möglich, dafs er gegen das übrige Werk ver- 
liert, aber ich wage doch nicht .den- angeführ- 
ten Grund als Entfchuldigung zu gebrauchen, 

da jetzt niemand lebhafter als ich überzeugt 

\ 

feyn kann, wie unfiatthaft es an und für lieh 
war, eine der erhabenßen Wiffen- 
fchaften, eine Wiffenfehaft von dem 

I 

ungeheuren Umfange, als Nebenw.erk 
behandeln zu wollen, und fie gele- 
jrentlich ad recreationern a/iimi zu ‘be- 

O 

I , 

nutzen. — 
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Wo ich gefehlt habe, werde ich jede Zu- 
rechtweifung benutzen, eine ruhige mit 
Dank , eine andere , ohne mich dem Urheber; 
fonderlich verpflichtet zu glauben. 

Altona den 22 . April i8o8- 


Schumacher. 
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Vorläufige Abhandlung. 


Der Titel diefes Werks kann die Mathematiker at^ ' . 
Leibnitzens Idee einer Analyfis der Lage erinnern, 
tlie aber nicht ausgeführt "wurde, obgleich üe dip'" 
Aufnierkfamlieit der Gelehrten verdiente. „Es ift 
„gewifs,“ fagt d’Alenibert, „dafs die Anatyfis der 
„Lage etAvas il't, das der gewöhnlichen Algebra fehlt; 

„und eben Aveil fie fehlt, fcheint eine Aufgabe oft 
„mehr Auflöfungen zu haben,, als fie in den be- ^ 
„fchränkten Umftänden, in denen man fie betrachtet, 
„haben foll. Freylich ift in geAviiler Hinficht diefer 
„Ueberftufs der Algebra, die felbft das, Avas man 
„nicht verlangt, giebt, beAvundernsAVÜrdig, aber er 
macht auch oft, daCs eine Aufgabe, die, Avenn man 
„ihren Ausdruck nach der Strenge nimmt, Avirklich 
„nur eine Auflöfung hat, in eine Gleichung von 
„mehreren Graden eingehüllt Avird, und fo auf ge- 
„Aviife Art lücht aufgelöft Averden kann. Es Aväre 
„fehr zu AVÜnfchen, dafs man ein Mittel fände, die 
„Lage mit in die Rechnung der Aufgaben zu bringen, 
„dadurch AA'ürden fie grölätentheils fehr yereinfacht 


? ■ 
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„■\ver3en ; Socli der Zuftarul «nd die Natur der alge- 
„braifchen Aualylis fcheinen es lücht zru erlauben“ 
^Encyclopedie , art. Situation), 

Der Gegenlland diefes Worbs iß von dem der 
eben erwähnten Analyfis der Lage verfchieden, aber 
doch mit ihm analog. Leibnitz Avollte, dafs man in 
den Ausdruck der Bedingungen einer geömetrifchen 
Aufgabe die verfchiedenen Stellurtgcn der (ich ent- 
fprechenden Theile verglichener Figuren brächte, da- 
mit, indem man lie durch ein befonders unterfchei- 
dendes Merkmahl trennte, lie defto leichter in der 
Rechnung abgefondert werden könnten. Diefe Ver- 
fchiedenhei't der Stellungen nun drückt man oft diireh 
blofse Veränderungen der Zeichen aus, und gerade 
die Lehre von diefen Veränderungen iß der wefent- 
Kche Gegenßand rheiner anzuflellenden Unterfuclnm- 
gen, und die Lehre, welche ich Geometrie der Stel- 
lung nenne. 

Die Geometrie der Stellung iß alfo genau genom- 
men die Lehre von den fogenannten pofitiven un^l 
negativen <^uantitätcn , oder vielmehr ein Mittel fie 
zu erfetzen, denn diefe Lehre wird gänzlich darin 
verworfen. Schon feit langer Zeit hat man einge- 
fehen, dafs mehrere algebraifche Formeln, deren 
Glieder fich nur durch die Zeichen und — unter- 
fcheiden, oft analoge Eigehfchaften verfchiedencr Fi- 
guren ausdrücken, deren Confiruction wefentlich die- 
felbe iß, und die nur dürch Verfetzung correfpondi- 
render Theile fich von einander untcrfcheiden. Man 
verdankt Descartes diefe fcharffinnige Bemerkung, aber 
man irrt fich,' Wie ich glaube, Avenn man die Fol- 
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gerungen daraus gar zu allgemein machen will. Ich 
Averde hier auf die Grundfätze zurückgehen , und den 
Mifsbrauch zeigen, der' daraus entftehen kann. 

Nichts ift einfacher, als der Begriff negativer 
Quantitäten, Avenn pofitive vorhergehen, die gröfser 
lind als fie; aber in der Algebra ftöfst man jeden Au- 
' genblick auf Ausdrücke i'on negativer ifolirter Form, 
und Avill man genau den Sinn diefer Ausdrücke 
AvilTen, fo fehlen deutliche Grundfätze, eben weil 
diefe Ausdrücke durch Verrichtungen entffanden find, 
die felbft nur für pofitive oder abfblute Quantitäten 
deutlich und ausführbar find. Auch konnten die 

t ^ 

gröfsten Mathematiker nie über die Avahre Bedeutung 
der ifoUrten negativen Quantitäten einig Averden. 
Man darf nur auf den langen Streit zurückfehen, der 
fich erft zAvifchen Leibniiz und Bemoulli, dann zAA'i- 
fchen Euler und d’Alembert, über die Frage erhob, 
ob die Logarithmen negativer Quantitäten Svirkliche 
oder eingebildete Avären? Obgleich er jetzt geendigt 
ift, bleibt doch noch immer die Paradoxe, dafs 
log( — ^^2)* = log(s)^, da man doch nicht 2. log . — 3 
— 2. log. 2 hat, Avie cs die' gcAAmhnliche Theorie der 
Logarithmen zu. erfordern fcheint. Aber im Grunde 
kann man fich nicht über diefen Punkt vereinigen, 
weil man Amn Sachen fpricht, die durch ihr Wefen 
felbft unverftändlich find. Die algebraifchen Verrich- 
tungen, als Addition, Subtraktion u, f. av. find und 
können nur für die Fälle bcAviefen Averden, avo fie 
ausführbar find. So kann man leicht zeigen, dafs, 
Avenn n > t, man (a — b)c ~ ac — hc haben müffe, 
aber man kann unmöglich denfelben Satz beweifcn, 

• ' ■ . ■ A a 



wenn i > « , "weil man dann unmöglich begreifen 
kann, Avas a — h, oder nc — hc feyn foll. 

Um in der That eine il'oliitc negative Quaniitiit 
zu erhalten, müfste man eine Avirkliche Quantität 
von Null abziehen , EtAvas \’0n Nichts AVegneh- 
men, eine unmögliche Verrichtung. Wie kann man 
fich alfo eine ifolirte negative Quantität vorftellen ? 

D’Alembert, dem man eine bel’ondere Behandlung 
des philofophifchen Theils der ftrengen Wiflenfchaf- 
ten A-^erdankt, hat diefc Frage bcy dem Artikel Nt- 
gntij in der Encyklopädie unteiTucht; nachher ift er 
verfchiedene Mahle darauf zurückgekommen , vorzüg- 
lich in feinem Memoire für Ics ejuantites negatives, das 
im gten Theile feiner Opuseules viathematiques lieht, 
Avo er, Avie es fcheint, die Auflöfung der ScliAAÜe- 
rigkeiten vor hatte, AA'elche diefer kitzllche Gegen- 
ftand darbietet. „Es AVäre zu AVüiifchen,“ Tagt er in 
der angeführten Abhandlung, „dafs in den Elemen- 
„tar- Lehrbüchern darauf gefehen Avürde, die mathe- 
„matifche Theorie diefer, Quantitäten gehörig aufzu- 
' „hellen , oder zum Avenigften , dafs man fie nicht fo 
„vorfiellte, dafs fie im Geifte der Anfänger falfche 

„Begrifle zurücklaflen mufs.“ 

^ * 

Eben der grofse Mathematiker bcAA'ies vollkom- 
men in diefer Abhandlung, auf die ich bald znrück- 
kommen Averde, das Unzureichende und Falfche der- 
geAVÖhnlichen Theorien , aber er fchlägt nichts vor, 
um fie zu erfetzen, und befchräiikt fich auf Avenige 
iheilAveife Erklärungen, die AA'enig von der Theorie 
felbft , die er umftöfst , verfchieden find ; auch fcheint 
er felbft nicht ganz mit feinen Erklärungen zufrieden 
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XU feyn, 'weil er hinzufügt: „am Ende mufs ich noch 
„bemerken, dafs diefe ganze Theorie von negativen 
„Quantitäten noch nicht genug aufgeklärt fey.“ Der- 
felbe VerfaJfer drüc'kt fich fo im der Encyklopädie 
( ar't. Negatif) aus : 

„Man mufs geftehen, dafs es nicht leicht ifi, die 
^.negativen Quantitäten zu beßimmen, und dafs einige 
^jgefchickte Läute felbft dazu beygetragen haben, ihn 
„durch nicht genaue Begriffe, die fie davon geben, zu 
„verwirren. Betrachtet man die Genauigkeit und Ein- 
,',fachheit der algebraifchen Verrichtungen an negati- 
„ven Quantitäten, fo ift man fehr geneigt zu glau» 
„ben, dafs die beftiminte Vorftellung, die man*mit 
,',negativen Quantitäten verknüpfen foll , eine einfache 
„Vorftellung feyn mülfe, die nicht eben erft aus einet/ 
,',weit , hergeholten Metaphyfik abzuleiten fey. Um 
,4hren wahren Begriff' zu entdecken, mufs man gleich 
„anfangs 'bemerken, dafs die Quantitäten, welche 
„man negative nennt, und fälfchlich als unter o be- 
„trachtet, fehr oft durch wirkliche Quantitäten dar* 
„geftellt werden: z. B. in der Geometrie, wo di<^ 
„negativen Linien von den poßtiven nur durch ihre 
„Lage in Hinßcht auf eine Linie oder Punkt, den ße 
„mit einander gemein haben, unterfchieden ßnd.“ 

„Die negativen Quantitäten zeigen wirklich in 
4 , der B.echnung poßtive Quantitäten an, die man 
„aber in einer falfchen' Stellung angenommen hat. 
„Das Zeichen — , was man vor einer Quantität fin- 
„det, dient dazu, den Irrthum, den man in der Hy- 
„pothefe begangen, zu verhelfem und unfchädlich zu 
„machen.“ 
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„Es giebt alfo wirklich und abfolut gedacht keine 
yiiiblirte negative Quantität: —3 abltrakt genommen, 
„giebt dem Geifte deinen Begriff; aber wenn ich 
'■ „läge, dafs jemand einem andern — 3 Thaler gegeben 
„hat, fo heilst das in verffändlicher Sprache, dafs er 

„ihm 3 Thaler genommen hat.“ 

„In einem Werke, wie diefes, kann diefe Vor- 
„ffellung unmöglich mehr entwickelt werden; aber 
„fie ift fo einfach, dafs ich fehr zweifle, ob man ßatt 
„ihrer eine klarere und genauere geben könne. Und 
„ich glaube verfichem zu können, dafs fie uns, wenn 
„wir Ile auf alle auflösbare Au%aben anwenden, die 
„ne^tive Quantitäten enthalten, nie verlaifen werde.“. 
Es febeint nach diefen Ausdrücken, dafs d’Alem- 

f 

bert die negativen Quantitäten als wirkliche betrach- 
tet, die man im entgegengefetzten Sinne von den po-. 
Ctiven nähme; ein Begriff', den er an andern Stellen 
fiegreich bekämpft, wie "Wir bald feheii werden. 
Doch leuchtet aus diefen wenigen Worten eine rich- 
’ tige Theorie hervor, und man bedauert, dafs. fie nicht 
mehr in diefem Artikel ausgeführt ift. 

Euler, der ftets eben fo deutlich als tieffinnig ift, 
j der mit fo vieler Gefchicklichkeit die negativen und 
eingebildeten Werthe gebrauchte, und der felbft 
durch feine Analyfis den Streit über die Natur der 
Logarithmen negativer Quantitäten endigte; Euler, 

' fag’ ich , ward ohne ZAveifel durch eine fiebere Spe- 
kulation geleitet. IndelTen fagt er doch in feiner Jn- 
troductien d l'Annlyfe itißnitefimale. L, JI, no, 3»» dafs 
die negativen Quantitäten weniger als o find. Aber 
man kanu annehmen, da er in diefem Werlte fich* 
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nicht befonders mit dlefem Gegenftande befchäftigeil 
wollte, dafs er ßfch an den' Begriff gehalten habe, der 
ßch am natürlichlten darbietet, wenn ihm gleich Ge> 
rauigkeit fehlt. Noch' mehr, Newten felbft hatte 
fchon diefe ErMäning in feiner Avithmetica umverfalis 

, t ' 

- angenommen , Avahrfcheinllch aus demfelben Grunde; 
Die Begriffe, die man bis jetzt von- den ifolirten 
negativen Quantitäten gegeben hat, kttmmen auf zwey 
zurück, auf den, von dem wir oben fprachen, näm- 
lich es feyen Quantitäten, geringer als o,“und auf die 
Behauptung, dafs die negativen Quantitäten von der- 
felben Natur wie die pofitiven, nur im entgegenge- 
fetzten Sinn genommen, feyen. D’Alembert hat beyde 
zerftört. Der erften fetzt er ein Argument entgegen, 
das mir unwiderlegbar fcheint; 

Man nehme, fagt er, 'folgendes Verhältnifs 
-f-i; — t=— r:-j- i, wäre der beftrittene Be- 
griff genau, d. h. wäre •h- t kleiner wie o, fo würäe 
es um fo eher auch kleiner als r feyn, alfo würde 
das zweyte .Glied diefer Proportion kleiner als das 
erde, und daher d^ vierte als das dritte feyHf 

d. h. -j- 1 müfste kleiner als — i feyn : alfo wäre — i 
zugleich kleiner ,und gröfs.er als -f i , was fieh "Wi- 
derfprieht., • , >’ < 

Den Äweyten der vorher gegebenen Begriffe giebt 
d’Alembert mit demfelben Glücke hi der angefühtten ’ 
Abbändlung über die negativen Quantitäten an, und 
doch, weil er nicht# hat, was er an die Stelle fetzen 
lü3nnte , fcheint er ihn zuin Grund anzunebmen und 
blofs zeigen zu wollen, dafs er verfebiedenen Aus- 
nahmen unterworfen fey. Es iß um fo nöthiger. 
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fagt er, cllifeit Satz zu beweifen, da er niebt immer 
ftatt hat. Aber d’Alembcrt tagt nicht, -wie man die 
Fälle unterfcheiden könne, wo man diefe Regel rich- 
tig anwendet, und nach den Gründen und Beyfpie- 
len, die er giebt, ift fie offenbar unbeftimmt oder 
vielmehr ganz faifch. Hier nur ein Beyfpiel, einfach 
und treffend, das allein genug ift, diefe ganze Lehre 
umzuftofsen. Man Avird im Werke felbft Enden. 
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Von einem Punkte 7f, den man aufserhalb eines 
gegebenen Cirkels annimmt. Toll man eine gerade 
Linie Kmm* ziehen, fo dafs der vom Cirkel abge- 
fchnittene Theil mm* einer gegebenen Linie gleich 
fey. 

* \ ' 

Von dem Punkte /f, durch das Centrum des 

Cirkels, ziehe man die gerade Linie KABf Avelche 
den Umkreis in A und B trifft. 


£s fey KA = a , KB = t, 'm m' zr: c, Km ~ x, 
fo hat man nach den Eigenfchaften des Cirkels 
ab — x(c zxz ex -{• XX ; 

c Ic^ ' \ 

alCo xx-\- ex — odera;=:— 1- at 1, 

folglich hat x zwey Werthe; der erfte, der pofitiv 


’üiyiiu', 1 r y i. '.OO^k 
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ift, löft ohne Sch'wierigkeit die Frage auf; aber was 
bedeutet der zweyte, der negativ ift? Es fcheint, 
dafs er nur dem Punkte m' entfprechen könne, wo 
Km‘ zum zweyten mahle den Umkreis fehneidet, aber 
fucht man geradezu lim', indem man diefe Linie 
als unbekannt nimmt = fo hat man • 

n t =Ja (a;-— c) oder .v = -^-f- 7^^-^ + 

delTen pofitiver Werth genau derfelbe ift, der fich 
im erfien .Fall mit dem negativen Zeichen darftellte. 
^ Alfo obgleich von den zAvey Wurzeln der Gleichung 
X = — pofitiv, die andere 

negativ ift, mülTen fie doch jbeyde (nach derfelben 
Richtung in Bezug auf den feften Punkt K genom» 
men werden. Alfo führt die Regel, A'ermögc der 
^ diefe Wurzeln nach entgegehgefetzten Richtungen ge- 
nommen werden Tollen, zu falfchen Refultaten. Nimmt 
man im Gegeniheil den feften Punkt K auf dem 
Durchmeffer A B felbft und nicht auf feiner Verlän- 
gerung, fo Avürde man für x zwey pofitive Werthe 
finden, und doch müfste man fie in entgegengefetzter 
Richtung von einander nehmen. Die Regel ift alfo 
' auch falfch für diefen Fall. , . 

Sagt man, dafs diefer Grundfatz (dafs die pofiti- 
wen und negativen Wurzeln in entgegengefetzter Rich- 
tung genommen Averden muffen) nicht fo zu ver- 
ftehen fey, fo frage ich, Avie man ihn denn verliehen 
füll ? Upd eben daraus , dafs er einer Erklärung be- 
darf, um nicht in der natürlichften Bedeutung ge- 
noramen zu Averden, fchliefse ich, dals er dunkel 
- und »unbeftimmt fey.. 
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Diefen Argumenten, Avelche d’Alembert gegen 

beyilc vorher gegebene Begriffe auffleUt, Averde ich 
•¥ ^ 

noch einige andere beyfügen, die mir eben fo über- 
zeugend fcheinen. ' 

, Gleich anfangs behaupte ich, dafs der erße diefer 
Begrifl’e ungereimt iß, uiul um ihn zu zerßören, Avill 
ich nur bemerken, dafs man in einer Rechnung keine 
Quantität, die Null iß, in Vergleich mit denen, die 
es nicht find, zu beachten braucht, aifo noch viel 
Aveniger die, Avelche kleiner als o find; d. h. die ne- 
gatiA'en Quantitäten. Da dies nun gcAvifs falfch iß, 
fo find die negativen Quantitäten nicht kleiner als o. 

’ Eine Menge Paradoxen oder vielmehr handgreif- 

liche Ungereimtheiten entßehen aus demfelben Be- 
griffe, z. B. — 3 ■= + 2 und doch ( — 3)*=-s*, Aveil 
^ ( — 3)*s=9 und 2®=4J ‘J- unter ZAvey nnglei- , 

I chen Quantitäten c und — 3 , Aväre das Quadrat der 
gröfsern kleiner als das Quadrat der kleinem, und 
umgekehrt, Avas gegen alle deutliche Vorßellungen 
anßöfst, die man fich vou' der Quantität bilden 
kann. 

Wir wollen zum zAveyten Begriff übergehen, 
nach dem AAÜr uns den Unterfchied der negativen 
von den pofitiven Quantitäten nur darin denken müf- 
fen, dafs fie in entgegengefetater Richtung von ein» 
.ander genommen AA^erden. Diefe Vorfiellung iß finnt 
reich, aber eben fo Avenig richtig, wie die Aorige. 
Denn Avenn zAA^ey Quantitäten, eine pofitive umf 
eine negative, gleich Avirklieh Avären, < und fich 
nur durch, ihre Stellung unterfchieden , Avarum Aväre 
die Wurzel der einen eine eingebildete, und die der 
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andein eine •wirkliche Quantität? Warum follteT*” — o- 
nicht eben fo wirklich als r+ a feyn? Kann man 
eine Avirkliche Quantität begreifen , deren Quadrat- 
Avurzel man nicht ausziehen könnte? Und woher 
käme das Privilegium der erftern — a , ihr Zeichen 
dem gemeinfehafthehen Produkt — n X + S®- 

‘ben? Der Ausdruck Quantitäten in entgegengefetz- 
ter Richtung von einander genommen, ift alfo zum 
wenigften fehr nnbeftimmt, und führt zu einer un-.‘ 
flüflösbaren VerAvirrung der Vorftellungem Aber ich 
gehe noch Aveiter, ich bcAveife, dafs der Begriff voll- 
kommen falfcii ift,-und dafs, Avenn man ihn zuliefse, 



- A C RDBE S F fey eine beliebige Curve, z. B. 
ein Cirkel, in -delfen Ebene man zAvey Axen fenk- 
recht auf einander zieht AB, RS, di^ fich im Punkte* 
K fchneiden, den man als Urfprung der Abfcilfen an- 
nimmt. Aus C, einem beliebigen Punkte der Curve, 
ziehe man die Ordinate üp, und verlängere fic 
bis D. Ift dies gefchehen, und betrachtet man nach 
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dem vorigen Begriffe pT) z. B. als pofiüv , fo wird 
Tip negativ feyn und man hat (Tp — — pDy alfo , 
Tip + piJ, oder C£) = o; ■\vas ungereimt ift. Aus 
eben dem Grunde, wenn man aus denifelben Punkt C, 
Um perpendikulair auf ^Ti zieht, unä diefe Linie 
bis F verlängert, hat man mT = — Cm, alfo 
Um jnF, oder CF— o , ein eben fo ungereimtes 
Refultat. Noch mehr , weil UI) r= o , CT' = o , fo ' 
hat man UD . UF = o , das heifst den Flächeninhalt 
des Rectangels CDEF =: o, daraus würde z. B. fol- 
gen', dafs das in einen Cirkel befchriebene Quadrat 
(alfo jedes) = o fey. Das find die Imhüraer , die 
durchaus aus dem vorigen Begriff folgen. Es iß alfo 
falfch, dafs Up eine negative Quantität f?y, und « 
man kanp geradezu leicht beweifen, daCs fie noth- 
wendigerAveife pofitiv feyn mülTe: denn zieht man 
aus irgend einem Punkte V der geraden Linie 3T 
über A hinaus verlängert eine Linie FT, parallel mit 
IVR, fo ift es augenfcheinlich , und Avird fclbff von 
denen zugegeben , die den vorigen Begriff' annehmen, 
dafs die 5 Linien T C, Tp, TD, die alle in Hin- 
ficht der neuen Axe FT auf derfelben Seite liegen, 
pofitiv find: nun hat man Up Tp — TC, alfo 
Aveil 'ip=- TC ift Cp eine pofitive Quantität. 

Man fagt vielleicht. Cp ift pofitiv, Avenn man es 
auf die Axe T F bezieht, und negativ, Avenn es auf 
• K S bezogen Avird. Aber das Aväre ein neues Räth- 
lel, noch fchAverer zu löfen als das erfte, und dies 
in der WilTenfchaft, deren hauptfächlichfter Charakter 
Evidenz ift. ■ • - 
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'• Um noch angenfchcinlicher zu be weifen, Avie 
man ilurch (liefen Grundfatz zum Irrlbum verleitet 
AA'ird, ergreife ich das A'orige Argument Avieder, in- 
dem ich ihm eine neue Form gebe. i 

Aus dem Centro K befchreibe man einen ^Cirkel 
A S, und ziehe einen beliebigen DurchmelTer A Bi 
fo ill = A H KB (A~). Nun ziehe ich durch 

K die Axe R S fenkrecht auf AB, dann ziehe ich 

' » 

durch einen beliebigen Punkt des Umkreifes C die 
Sehne CD parallel mit AB, und nehme an, dafs lie 
- die Axe R S in p fchneidet. R fey Urfprung der Ab- 
fcilTen, die Abfcifle Rpz=:x, die Ordinate p D y, 
und der Halbmeller "• 

, Ich habe alfo yy aax — xx, folglich 
y— — xx), Avoraus ich nach diefer 
Theorie fehe, dafs y zAvey Werthe hat, die gleich, 
aber gerade entgegengefetzt find; der eine pD, Avel- 
' eben die pofitive Wurzel darftellt, der andere Cp, 

■ der durch die negative Wurzel ausgedrückt AA’ird, 
d. h. Avir haben i 

t pU— -f- a.r — a;a.')nnd Cp— — T“(2ax — a-.r); 
Gleichungen, die für jeden Werth von Rp, oder a 
ftatt haben mülTen. Nimmt man alfo Rp — RH an, 
oder a— fo Avird pD KB, und Cp AvirdyOi;' ' 
folglich Averden die |Gleichnngen KB ~ + und 
AK^:^^ — a. Setzen AA^ir diefe Werthe von AK, KB 
in die Gleichung (A) , fo Avird A B — o. Ein abfiir- 
des Refultat, das aber ftrenge aus diefer Theorie de- 
ducirt ift. Alfo ift diefe Theorie vollkommen falfch. ’ 

Es Aväre vielleicht möglich, gegen meine Argumente 
metaphylifche Spitzfindigkeiten zu gebrauchen, aber 
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ich glaube nicht, dafs man deutlich und für einen 
mathematifchen Geili befriedigend darauf antryorten 
Kann. 

Die Gründe, mit denen man gervöhnllch diefe 
bcftrittenen Begrifte ftützt, haben aufBerdem an fich 
Keinen Bcßand. Es fey, fagt man, eine Qnanliliit 
von der man eine Kleinere Quantität a abzieht, der 
Unterfchied A — a wird kleiner als A feyn. Nimmt 
nun a zu , fo wird A — a immer kleiner, und end- 
lich o, wenn A — ‘^> alfo, fügt man hinzu, wäcbft a 
noch immer, fo Avird A — n kleiner als o. 

Aber um das Falfche diefes Schluffes zu zeigen, 
braucht man nur zu erinnern, dafs man ihn eben- fo 
gut auf (A — rt) anAvendeii könne. In der That 
ift A gegeben, fo nimmt (A — a) immer mehr ab, 
je gröfser a M'ird, und Avird o, Avenn aifo 

müfstc fie Aveniger als o Averden, d. h. blos hegativ 
und nicht eingebildet, AA^eun a gröfser als A Avird. 
Welches falfch ift. 

Man kann eben dies denen entgegenßellen , ilie 
behaupten, negative Quantitäten Avürdcn im entge- 
gengefetzten Sinne A'on pofitiven genommen. Denn 
aus eben dem Grunde, aus dem A — a bald in die- 
fem, bald im entgegqngefetzten Sinne genommen 
wird, nachdem n kleiner oder gröfser als A iß, müfste 
auch V“ (.A — n) bald in dem einen, bald in dem an- 
dern Sinne genommen, aber nie eingebildet AVerden. 
Dies alles kommt daher, Aveil die Betrachtung gleich 
anfangs Avefentlich A::=~a vorausfetzt. Man verfällt 
alfo nachher in Widerfpruch, Avenn man annimmt, 
dafs a gröfser Averden kann als A; und dd> daraus 


Digitized by Google 



gezogene SchluCs ift falfch, "weil er A zugleich gröfser 
und kleiner als a annimmt. 

Diefer Widerfpruch , in den die verfallen, die 
die Avirkliche Exifteljz der negativen Quantitäten an- 
nehmen, ift an'genfcheinlich , von Avelcl>cr Seite man 
auch die“ Sache anfehen mag. Wir wollen annehraen, 
m, n feyen zWey beliebige veränderliche, anfangs fey 
und m — «“X- Nun wollen wir uns vor- 
ftellen, dafs das Syftem lieh fo ändere, dafs , 

werde , fo fdiliefsen die , welche die wirkliche 
Exiftenz der negativen Quantitäten annehmen fol- 
gendermafseu : 

Weil n gröfser als m geworden ift, fo ift auch ‘ 
ni — n aügenfcheinlich negativ geworden, ift alfo ' < 

m — K, y, fo ift y auch negativ, alf<j> mufs man in 
die Gleichung — y für -fy fetzen', alfo mufs diefe 

Gleichung m — «— — y oder y — « — m werden; alfo 

\ • 

ift der wahre Werth von y — n — m. 

Die Antwort auf ^efe Schlüffe ift fehr einfach; 
denn da n nach der Hypothefe geworden ift, fo 
ift n — m auch pofitiv, alfo ift y, welches man 
— m fand, auch pofitiv, und nicht negativ, wie 
man es annahm. ^ ' 

-Aber, -wird man fagen, wie kommen vrir, indem 
wir, wie oben, von der Voraussetzung ausgehen, 
dafs y negativ fey , auf ein ganz entgegengefetztes 
Refultat? Weil in den neuern Sei 'ülfen noch ein 
Widerfpruch ift. Denn weil y negativ Avar, fchlofs 
man, man müffe in die Gleichung ftatt 4"y 

fetzen; dies ift aber nicht der Fall, denn y hört nicht 
auf, indem es negativ wird, gleich /n-— u zu feyn. 
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Avas auch negativ iß. Iß y, Avie m^n Avill, negativ, 
fo niufs — y pofitiv feyn. Alfo, indem 'man' — y für 
+ y fetzt, verfällt man Avieder in einen Widerfpruch, 
'denn man erhält fo — yzr'« — «* aber m — n iß ne- . 
'gativ, und Avir haben eben gefehen, dafs — y pofitiv 
iß. Alfo Tollte die Gleichung ßatt haben , fo müfste^ 
eine pofiiive Quantität einer negativen gleich feyn, 
AA'as ungereimt iß. * 

Vielleicht Tagt man noch, AVas fchaden die feh- 
lerhaften Schlüße, Avenn das daraus gezogene Refultat 
genau und ein Mittel zur Vereinfachung iß? Es iß 
ja geAvifs, dafs, AA'cnn n:^m, das erhaltene Refultat 
yz ^>^ — m genau iß. ' 

Das iß Avahr. Aber dies Refultat iß nur zufällig 
genau, und Aveil in den Schlüßen verfcliiedene VVi- 
derfpipüche find, die fich einer den andern zerßören. 
Weil das aber nicht immer der Fall iß, fo kommt 
man dann, Avie Avir A^orher fahen, auf falfche Re- 
fultate. Noch mehr, hat man einmahl dep Begriff 
angenommen, fo' iß man deßo' fichcrer fich zu 
irren, je richtiger man fchliefst. Man mufs alfo 
einem Begrifl' entfagen , ^ der fo fehr ^ gefchaffen 
iß, Irrthum herb ey zuführen. Auch iß die angeführte 
Vereinfachung nichts weniger als Avirklich. Denn 
im Gegentheil, die vorigen Schlüffe- haben uns , nur 
durch ümAvegc auf ein an fich evidentes Refultat ge- 
führt: nämlich dab der Unterfchied y von m nnd n, 
der m — n iß, Avenn mz=^n, invers AVird, d. h. n — m, 
Avenn im Gegentheil n:=~m. 

Diefer doppelte Irrthum, von dem Avir fprachen, 
wird von denen felbß eingeßanden , die den Begriff' 

der 

! . ^ 
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der negativen QiuintitSteo annehmen, Avaa üe da- 
durch ausdrücken: die Rechnung vevbenere vqzl Telhft 
die falTchen Hjpothefen , auf die man he gegründet 
haben könnte. Aber ift die Hypothefe, von der man 
auaging, falfcb, fo iß fchon ein Irrthum begangeni 
uncl verbeifert die Rechnung ihn, fo kann dies nur 
durch einen zweyten gefcheben. Denn gebt man 
von einem falfchen Grundfatz aus, fo ift man deßn 
ficberer, auf ein eben fo ialfches Refultat zu kommen« 
je beRer man fchlieCst. Aifo nur ein neuer entgegen- 
gefetzter Irrthum kann den $rßen verbeilern. Z. B. 
man hat coy (n a.,4;of b •^fina.finb ; da' aber 
diefe Formel blos für den Fall aufgeltellt ift, -\vo 
a, b, und a-\-h, Winkel find, die kleiner als ein Vier- 
theil des Umkreifes find, fo Avird lie falfch, ,Avenn 
man das Gegentheil amümmt. 

Indeil'en die, die den Begriff der negativen Quan- 
titäten Zulalfen, betrachten diefe. Formel als allgemein., ^ 
und auf alle Fälle anwendbar; da diefe Vorausfetzung 
aber nicht richtig ifi,* fo verbeffern lie den Irrthum 
dadurch, dafs lie fagen, cof a und cof (n + 6) Avürdeu 
beyde negativ, man müITe-alfo ilir Zeichen von ^ 
in — ■ ändern, Avas folgendes Refultat giebt:-) 

" cof (n ^ iy = cof a . cof b fin a . fin b. 

Das Refultat ift Avahr, aber eben Aveil es^ Avahr ift, be- 
Aveiß es, dals die Vorausfetzung:«»/ a und cof (a + 6) 
feyen negativ, ei« neuer Irrthum ift. Denn Aväre es 
das nicht, fo liätte nichts das Refultat der falfchen 
Hypothefe- erfetzt,. die gleich anfangs gemacht Avard, 
nämlich dafs die Formel auf alle Fälle auAVenclbar 
fcy. Der .BeAyeis, dafs fie es nicht war, ift, dals fie, 

I. B 
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wie man fieht, für den neuen Fall ■vvirklich verfchic- 
den ilt. Davon kann man fich leicht überzeugen,, 
wenn man fie geradezu durch die gewöhnliche Me- 

r • 

thode und durch blofse Synthclis fucht, d. h. ohne 
den Begriff der negativen Quantitäten zu gebrauchen ; 
eine Methode, die freylich nicht fo fchnell iß, wie 
die Analyßs , aber deren Refultate doch wenigßens 
von niemand beßritten werden. ' 

So find die häufig gebrauchten Förmeln ’ 
cof (» + «) = — fin a, fin (zt a) — — fina' j 
lind dergleichen, wo » den vierten Theil des Um- 
kreifes bedeutet, falfche Gleichungen, die nur als 
fimple algebraifche Formen gebraucht werden kön- 
nen, und eben deswegen, weil fie falfch find, einen 
begangenen Irrthum verbeffern. Sie verbelfern ihn 
wirklich in gewilTen Fällen, indem fie anzeigen, was 
man ßatt der wahren Quantitäten (»• + «)» 
ß»i (sw -|- fetzen mülTe, wenn man durch einen 
erßen Irrtbum diefelben Quantitäten cof (» -|- 
fin (sir-f-a) für cof a, ßn «, in Formeln gefetzt hat, 
die nur für die letzten gefunden waren , und die un- 
mittelbar und ohne Modifikationen nur auf di e an- 
wendbar find. Diefe Ausdrücke, fo wie — fina, find 
das, Avas ich Werthe der Correlation der Quan-.^ 
titäten nenne, ßätt deren man fie in die Urformelii 
fetzen müfs. So find diefe Werthe der Correlation 
nichts anders, als blofse algebraifche Formen, die, in 
idle Urfoimeln, ßatt der AVahren Quantitäten, die fie 
vorßellen, gefetzt, diefe Formeln,, auf anfangs nicht 
Vorhergefehene Fälle anAvehdbär machen , d. b- auf 
andere, als auf welche die Betrachtungen bey- der Stel- 

\ . . • 
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lung in Gleichung, oder bey dem Ausdruck der ge- 
gebenen Bedingungen gegründet M aren. Aus diefera 
Geßcbtspunht betrachtet, find diefe algebraifchen For- 

/ 

men fehr nützlich, man mufs nur die Fälle genau 
beftimmen , avo fie palTend gebraucht werden kön- 
nen. Und das bleibt mir zu unterfuchen. 

Jetzt, nachdem ich gezeigt habe, wie falfch und 
dunkel die gewöhnlich angenommenen Begrifl’e von 
fogenannten, negativen Quantitäten find , bleibt mir ' 

nur übrig, die Avahren Grundfätze der fie betreffen- 
den Lehre aufzufuchen. 

Hierzu nehme ich das vorige Beyfpiel Avieder. 

Es fey alfo überhaupt y 'die Ordinate irgend eines - 
Punktes, in Bezug auf RS genommen, z die Ordi- 
nate deffelben Punktes , in Bezug auf F T, und die 
Beffändige ’J’p = «. Die vorigen Gleichungen geben 
uns alfo für den Punkt D, y z — o, und für den 
Punkt C, y = n — z; daraus hat man geglaubt fclilie- 
Isen zu können, dafs, da a — z, z — a negativ genonj- 
men iß, y in der That negativ Averde, Avenn man 
vom Punkte D zum Punkte C gehe. Aber der Fehl-„ 
fclrlufs iß leicht zu erkennen. Sollte -y negativ Aver- 
den, Avenn es « — z Avird, fo müfste z gröfser ali « < . ' 

bleiben. z Avird aber im Gegentheil kleiner als a; 
alfo iß a — z dann pofitir, alfo iß^ immer politiv, 
es mag den Punkt C, oder den Punkt D betreffen. 

Aber Aveil man im erßen Fall y=z — a hat, und im 

I ' * 

zAveyten y=a — z, Ib Geht man, dafs, um von der , 
Betrachtung des Punktes D zu der des Punktes C zu ' 
gehen, man in die Gleichung — (z — n) ßatt — «)» 
oder — y ßatt y fetzen mülfe. Diefe Veränderung 

I ' ' B a 
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beAveifet: alFo nicht, dafs y eine negative Quantität 
geAVorden fey, fondern blofs, dafs von den Leyden 
Quantitäten a, z, deren Unterfchied es ift, die, wel- 
che die gröfste ift, Avenn y zu. D gehört, die kleinße 
AVird, Avenn y zu C gehört. 

Daraus fchliefse ich ; 

i) dafs jede ifolirte negative Quantität 
nur ein Gefchöpf des Verftandes fey, 
und dafs die, av eiche man in detRech- 
nung findet, blofs e algebraifche For- 
men feyen, unfähig, irgend eine Avahre 
undAvirkliche Quantität vorzuftellen; 

8) dafs jede diefer algebraifchen Formen, 
Avenn man von ihren Zeichen abftra- 
hirt, nichts als der Unterfchied zweye'r 
andern abfoluten Quantitäten fey, von 
denen die, Avelche für den Fall, auf 
den man die Betrachtung gegründet 
• hat, die gröfste Avar, die kleinfte für 
den Fall ift, auf^den man die Refultate 
der Rechnung^ anAvenden Avill. 

Diefer Griindfatz entfpricht allem , und hebt jede 
Art von SchAvierigkeiten , ohne dafs ea üöthig fey^ 
diefe abftrakten Begriffe einzumengen, über die die 
Mathematiker ^ch nicht vereinigen können. Geht 
man auf einfache und verftändliche Vorftellungcn zu- 
rück, fo Geht der Geift natürlich ein, dafs es in der 

, That keine anderen Quantitäten geben könne, als die, 

» 

Avelche man abfolute nennt, und dafs die Zeichen, 
die vielleicht vor ihnen ftehen, keine Quantitäten, 
fondern nur Verrichtungen bedeuten. So bilden diefe 
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Zeichen snifamoien', mit diefen Quantitäten' genom- 
men, keine neuen Quantitäten, fondern complexe 
älgebraifche Formen. 

Sagt man sdCo von einer Quantität, dafs iie ne- 
gativ tvird, fo braucht man einen uneigentlichen Aus- 
dtuck, der leiclit auf Irrthum führen kann, wie man 
fchon vorher gefehen hat; der wahre Sinn, den man 
mijt diefem Ausdruck v erbinden mufs, ift, dab diefe 
abfolute Quantität nicht zu dem Syltem gehöre, auf 
das > die Betrachtungen gegründet ßnd , ' fondem zu 
einem andern, das mit detn erften in einer grwilTen 
Verbindung lieht;, fo dafs, um darauf die, für das 
erlie Syftem gefundenen, Formeln anwendbar zu ma- ' 
eben, man das Zeichen, was vorhergeht, von -i*» 
in — verändern mufs. 

Aber daher, dab man — y ßatt -J-y fetzen mub, 
folgt nicht, > dab die durch y vorgeftellte «Quantität 
negativ geworden fey, fondern blob, wie ich bewie- 
fen habe, dab fte der Unterfchied zweyer andern 
Quantitäten o, z, ift, von denen die, welche in dem, 
Syftem, auf das die Betrachtungen gegründet, und 
für das die Formeln gefunden find, idie giöbte war, 
in dem Syftem , auf das man diefe Formeln anwen- 
den will, die kleinfte geworden ift. ^Denn da, nach 
der Hypothefe, die durch y vorgeftellte Quantität be- 
ftäudig der Unterfchied zweyer Quantitäten a, z, ift, 
fo "wird fie bald a — z, bald z — a feyn, nachdem e 
kleiner oder gröber als a ift , aber in allen Fällen 
wird fie die gjröbere diefer Quantitäten, weniger die 
kleineren, und folglich immer pofitiv föyn. Eben fo 
wird der Ausdruck — y immer nur eine algebraifche 

j . ' 
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Formel feyn, an fich unbedeutend, abef die die fei- 
genfchaft hat, dafs, wenn fie in die gefundenen For- 
meln ftatt -fy gefetzt -wird, fie diefe Formeln auf 
gleich anfangs nicht beachtete Fälle, oder die wenig« 
ftens nicht in der Zahl derer find, auf die die Be- 
trachtungen urfprünglich gegründet waren, anwend- 
Ijar macht. ‘ 

Man Avirft mir vielleicht ein, Avenn die negati- 
ven Quantitäten ungereimte Wefen Avären, fo könn- 
ten fie nie die Avahre Auflöfung der in Gleichung 
geftellten Aufgabe geben. Und doch- ift es ausge-' 
macht, fährt man fort, dafs, Avenn y eine unbe- 
kannte Linie ift, und für fie ein negativer Werth ge-, 
funden Avird , man die Avahre Auflöfung der in Glei- 
chung geftellten Aufgabe erhält, Avenn man den ab- 
folüten gefundenen Werth nach einer Richtung trägt, 
die der, av eiche man annahm, gerade entgegengefetzt' 
ift. Alfo , Fchliefst man , ift' diefe abfolute Quantität, 
in einer Richtung genommen, die der angenommenen 
entgegen ift , nichts anders , als der , durch die Glei- . 
chung gegebene, negative Werth felbft. 

Hierauf antAVorte ich,/ dafs die als beftändig an- 
geführte Thatfache ganz falfch ift, dafs man in kei- 
nem Fall die Avahre Auflöfung der in Gleichung 'ge- 
fetzten Aufgabe erhalten kann, Avenn man die nega- 
tiven Wurzeln nach einer Richtung trägt, Avelche 
der angenommenen gerade entgegengefetzt ift, dafs 
man fo^ immer die Auflöfung einer andern Aufgabe 
erhält, die mehr oder Avcniger mit der, die man 
Aviililich in Gleichung gefetzt hat, einerley ift, aber 
die fich immer von ihr durch irgend eine befondere 
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Bedingung uuterfcheidet. Was hier leicht täufcht« ift, 
idafs man bisweilen , , w.enn man die negative Wurzel 
I nach < entgegengefetzter Richtung trägt , . in der ;That 
.eine von den Auflöfnngen der vorgenoramenen Aufr 
gabe-'erhäk, und indem man diefe mit der in Gleir 
chung gefetzten yerwechfelt , auf die letzte anwendet, 
.was nur für die erfte wahr ift. Denn dann ift die 
in . Gleichung gefetzte Aufgabe nicht die angenom^ 
mene, fondem npr ein befonderer Fall von ihr, und 
diefer befondere Fall gerade wird nicht durch die 
negativen Wurzeln aufgelöft. So alfo, indem maii die 
negativen Wurzeln nach entgegengefetzter Richtung' 
trägt, löft man nicht die in Gleichung gefetzte Auf> 
gäbe auf, fgndern andere, befondere Fälle ehier all« 
gemeinem Aufgabe. _ 

Der Irrthum, der daraus entlieht, dafs man nicht 
Sorge trägt, die wirklich in Gleichung gefetzte Auf- 
gabe von der vorgenommenen Aufgabe zu unterfchei- 
den,'mu(s um fo viel eher gerügt werden, je leichter 
man ihn überfteht , und weil aus ihm die ganze 'fal-: 
(ehe Theorie der fogenannten negativen Quantitäten 
entftanden ift. 

I • ‘ • 

Eine Folge diefes Irrthums ift es, dafs man ohne 
weitem ' Grand annimmt , diefelbe Gleichung könne 
ohne alle Modiiikationen auf alle Gegenden des Raums 
angewendet .werden; z. B.,eine zwifchen zwey Ver- 
änderlichen gegebene Gleichung könne, ohne Unter- 
fchied, auf Punkte, die rechts oder links, unten oder 
oben- an den Axen der Curve liegen , deren Natur ,fie 
ansdrückt, angewendet werden. Das ift fehr be- 
quem, aber nicht wahr. £s als Grundfatz anfftellen 
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hei&t eben fo viel, als die zu nnterfachende Sache 
«nnehnien. Man ßeht leicht, dafs, wenn man das 
Hecht hätte, die gegebene (^eichung, ohne alle 
dihhation, auf alle Gegenden der Curve anzuwenden, 
eben dadurch die Ordinaten Unks von der Axe der 
AhfdlTen genomnlen — y ^ mTd die »Abfciffen unter dw 
Axe det- • Ordinaten genommen ~ * fejm Würden. 
Abdr whr haben bewiefen,\ dafs — x und — y blofs« 
trefchöpfe des Verftandes ßi^, d. blofse algebraifcho 
Forrtten^ die keine wirkliche Quantität vorftellen kön* 
^Wdn.' AHo ift man nicht berechtigt. Ohne Modifika* 
iioU die gegebene Gleichung auf alle Gegenden der 
Gurve anzuwenden. 

Märf -muls alfo allen Begriffen wn negativen 
Quantitäten, als wirklichen Wefen, entfagen, und 
ßch'dkfanf bcfchränken, ß« fo, wie ße find, zu be- 
trauten, d. h. wie blofse algebraifche FernieU, die 
geeignet -find , die FoTOieln, welohe wirklich die Be- 
dingungen ausdrticken, auf Fälle anwendbar zu ma* 
eben, die nicht in dem- Ausdruck diefer Bedingungen 
begriA'en find. Man glaube ja nicht, dab aus diefer 
Art, die negativen Quantitäten zu betrachten, irgend 
eine Verwickelung' in det Rechnung entliehe. Nichts 
Ävird dadurch hey' dem Verfahren geändeii:, alles 
kommt darahf zurück,' eine einfache und richtig« 
Vorfiellung Ttatt einer falfcben und unnützen zu 
fetzdn, und das ift der Zweck diefes Werks. Ich 
glaube ihn erfüllt zu haben , indem ich für den be- 
ftriitenen Begrilf von pbßtiven und negativen Quan*. 
üthten, den Begriff der Quantitäten gefetzt habe, die 
ich direkte und inverfe nenne.' 
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Diefe Quantitäten , » die 'ich direkte und inverfe 
nenne, lind gewöhnliche oder abfolute Quantitäten, 
wo jede aber als der veränderliche Unterfchied zAveyer 
andern Quantitäten betrachtet Avird,' von denen jede 
Avechfelsweife bald gröfser, bald kleiner als die andere 
Avird. Wenn die, welche gleich anfangs die gröCseit 
Avar* t d. h. - in dem Syßeme, auf Avelches man die 
Betrachtungen gegründet hat, beftändig die gröDsere 
bleibt, fo heilst die ’■ Quantität , Avelche . den Unter' 
fchied ihrer abfoluten Werthe auedrückt, eine di* 
rekte Quantitä t; wird fie aber kleiner, fo heifst 
diefw Unterfchied eine inverfe Quantität. So ver* 
fchAvindet die ganze Metaphyßk der poßtiven und 
negativen Quantitäten, c £s bleiben nur direkte und 
inverfe Quantitäten noch, die eben fo gut, wie alle 
denkbaren Quantitäten, abfolut And. Nach den ver» 
fcbiedenen Umliäuden , in denen Ae Ach beAnden, 
mnfs man das Zeichen, das in den Formeln vor ihnen 
fteht, behalten oder verändern, und die Theorie die* 
fer Veränderung .nenne ich Geometrie der Stel* 
lang, Aveil man durch Ae die verfchiedenen Stfellun* 
gen entfprechender Therle in Figuren derfelben Art 
ausdrückt. So iß alfo das, Avas ich Geometrie der 
Stellung nenne ^ nichts anders als geAVöhnliche Geo* 
metrie, in der die -L^re von poAtiven und negaÜA’^en 
Quantitäten, durch die Lehre von direkten und in* ' 
verfen erfetzt ift. 

De Velay, Profeßbr der Mathematik zu Laufaiuie, 
hat Ach fchon in feiner 'fntro</Mctio« a L'Algebre, die 
\ *799 heranskam, der Benennung direkter und inwr- 

Per Quantitäten bedient. Ich Avüfste es nicht, wie 
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ich mich zu denfclben Benennungen in meinem Traite 
de la correlation des ßgures beftimmte. piefs fondcr- 
bare .und für mich fchmeichelhafte Zufammentreffen 

I 

beweift, dafs diefe. Ausdrücke bey. der Behandlung 
djefe* Gegenftandes fich gleichfam von felhll darbte?- 
ten, zumal da die Theorie des Bürgers de Velay und 
'die meinige durchaus nichts mehr als diefe 'Benen-' 
nungen gemein haben, die fclbll nicht einmal ganz 
in dei-felben Bedeutung von ihm genommen werden,' 
in der ich fie nehme. • . • • 

Den erßen Abfchnitt , diefes Werkes habe ich 
der Entwickelung diefer Begrifte beftimmt, und um 
daraus die wichtigßen Folgerungen zu ziehen. Ich 
gebe darin . Beweife , daCs die gewöhnliche Theorie 
in diefer Hinficht Wenigftens fehr unbeftimmt iß ; dafis 
die Zahl der pofitiven oder negativen Wurzeln einer 
Gleichung weder die Zahl der AuQöfungen, deren die 
Aufgabe fähig iß, noch die Richtung, in der fie ge- 
nommen werden foUen,' genau anzeigt; dafs bald 
überflünige da find, bald wirkliche unterdrückt, bald 
negative, die in derfelben Richtung wie pofitive ge- 
nommen werden, bald fogar pofitive, die falfch oder 
unbedeutend find. Ferner, dafs alle diefe Wurzeln 
algebraifch genau find , dals man fie durch Umfor- 
mungen brauchbar machen kann, und dafs 'allein 
durch den Gebrauch diefer negativen oder eingebil- 
deten Formen als wirklicher Quantitäten fich die-Ana- 
lyfis von der Synthefis unterfcheidet , und einen fo 
'grofsen Vortheil über fie erhält. 

Mit diefem Hauptbegriff von direkten und -in-, 
vfcrfen. Quautiiäteil, der befonders den Gegenftand des 

* % 
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^ erften Abfchnittefe ausraacht, verbinde ich andere, die 
mir den Titel diefes Werks, Geometrie der St'el- 
1 u n g , zu rechtfertigen fcheinen. Ich ftdle eine Art 
dar, um durch befondere Charaktere und fyftemati- 
fcbe Anordnung der Buchftaben, die die Hauptpunkte v 
ehief Figur bezeichnen , die Modifikationen ■ ^uszu- 
drücken, die fie durch Veränderung der Stellung die- 
fer Hauptpunkte erdulden kann. Daraus entfprlngt 
eine Art von Mechanismus, den ich geeignet glaube, 
die Analogie, welche Figuren derfelben Gattung unter 
einander verbindet, fühlbarer darzuftellen, und fo'die 
für eine gefundenen Formeln nach der Reihe auf .alle 
andern aiiAvendbar zu machen. Die Auseinander* 

• fetzung diefer Art ift der Gegenftand des zAveyte'n ' 
Abfehnittes, dem ich nicht alle Entwickelung gegeben 
habe, deren er fähig ift, die er aber leicht erhalten 
wird, Avenn die darin aufgeftellten Ideen von den 
Gelehrten angenommen werden. 

" > Ich Aveils, dals man fehr behutTam mit der Eim 

fuhrung ungeAVöhnlicher Ausdrücke feyn muls, aber ' 
Avenn fie fo einfach find, dafs man fie nur ein ein* 
ziges Mal zu fefaen braucht, um fich nicht mehr 
darin zu irren , sAvenn dadurch Redensarten , die man ' 
alle Augenblicke' gebrauchen mufs', kurz und klar ■ 
AVerden, fo kann man lie, Avie ich glaube, als vor-^ 
theilhaft betrachten. Noch dazu habe ich einen fehr 
fparfamen Gebrauch von ihnen gemacht. 

Unter den verfchiedenen Beyfpielen, die ich von 
meiner Theorie in diefem zAveyten Abfchnitte gebe, 
befindet fich eine allgemeine Lehre der Correlation, 
der Lineo-angulair- Quantitäten, d. h. der Sinus, Cb* - 
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finus, Tangenten, die den verfchiedenen' Gegenden 
des Umkreifes entrprecheii. Ich glaube dariil die 
^vahre Theorie der Veränderung der Zeichen gegeben 
zu haben, Avelchen diefc Arten von Quantitäten, un^ 
terxvorfen find. Nachher komme ich auf die Methode 
der Alten zurück, die Bogen unihitteibar mit ihren ^ 
Sehnen zu vergleichen, ftatt mit den halben Sehnen 
der doppelten Bogen, tvas im Grunde dalTelbe ift, 
aber ein natürlicheres und oft einjEacheres Mittel giebt, 
die VerhältniiTe diefer Quantitäten. darzuAellen. Bey 
derfelben Gelegenheit ßellc ich einige Eormein auf« 
die, wie ich glaube, noch nicht gegeben find, um 
die Verhältnille, durch fymmetrifche Ausdrücke, unter 
> idlen verglichenen Bogen darzuftellen- j 

'Die andern Abfchnitte find daau beßiiiimt, um 
die in den ZAvey erfien entAvickelten GnindCitze an- 
zuweuden, aber ich habe dabey noch eine andere * 
Abficht gehabt, die mir eben fo wichtig fchien, die 
nämlich, eine Methode zu eddären,. vennöge der 
man durch analytifcbe Tafeln' das Ganze der Eigen» 
fqbafien irgend einer vorgeftellten Figur entAvickeln, . 
und gleicbfam fo eine voUlländige Aufrechnung diefer 
Eigenfchaften, fo wie’^der Eigenfchaften aller Figuren, 
die lieh auf fie beziehen lallen, machen kann. 

Hierzu betrachte ich diefe- Figur gleich Anfangs 
als einen Ausdruck der Vergleichung, oder als eine 
'Urligur, und nenne correlativfc Figuren diejenigen, 
die man mit ihr vergleichen avBI. 
t ln der Urfigur felhft nehme ich aus den Quanti- 
.täten, aus denen fie hefieht, fo viel als nöthig find, 

' um aus ihnen die übrigen zu beftimmen. Habe ich diefe 
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meine Grundfiützen erwählt, fo drücke ich' alle andere 
Theile diefes ürfyltema blofs in Werthen von ihnen 
aus, und bilde fo die allgemeine Tafel. Diefe Tafel 
umfaist augenfcheinlich alle gefuchten VerhSltiiilTe der 
verfchiedene« Theile dit-fer Urfigur, weil fi6 das Mit> 
tel an die Hand giebt, fie alle zwey und zwey durch ’ 
Hülfe der Urquantiläten zu vergleichen , die man als 1 
geineinfchaflliche Ausdrücke der Vergleichung annimmt; 

Da eben diefe Urfigur als der wirkliclie und exiftl- 
reiide Gegenftand angenommen iß, auf den die Be* 
trachtungen gegründet find, fo können auch die For- 
meln, welche die Verhältnilfe feiner verfchied«iei» 
Theile ausdrücken und die allgemeine Tafel ausm»- 
eben, von der wir geredet haben, nur wirkliche und 
verßändliche Ausdrücke enthalten, keine unausführ- 
bare Verrichtung, keine ungereimte Quantität anzei- 
gen. Man wird «Ifo keine ifolirte negative Quantität 
darin antrefi'en, weil eine folche Quantität nur ein 
Gefchöpf des Verßandes iß, viel weniger eine einge- 
biUlete Quantität« d. h. die in diefen Formeln voiw" ^ 
kommenden Zeichen, -F und — , drücken nur darin 
Verrichtungen aus, die man ausführen kann, und 
. mäßen als blofse Abkürzungen betrachtet werden. 

Iß diefe Tafel der Eigenfchaften der Urfigur ein- 
mal aufgeßellt , fo mufs man wißen , welche Modifi- 
kationen damit vorzunehmen find, damit lic in der ‘ 
Folge eben Co die Eigenfchaften der correlaüven Fi- ' 
guren darßclle. Da die Conßruktion einer jeden von ' 
diefen ■wcfenüich diefelbe mit der Conßruktion der 
Urfigur iß,> fo niüßen die Formeln, die deren Eigen- 
fdiaften ausdrücken, um fo viel mehr Analogie mit 

• \ 

1 ' ' . • 


•Digitized by Google 



I 


; 20 • 

den Formeln der Urfigur haben, als -weniger Un- 
gleichheit unter ihnen iß; die fich entrprechentlen 
Quantitäten müITen auf diefelbe Art, in Hinßcbt auf 
ihre eigenthümlichen oder abfoluten Werthe, fich 
darin verbunden finden; man braucht aifo nur die 
Verfchiedenheit der Stellungen auszudnicken, und das 
gefchieht durch die Veränderung der Zeichen, Avelche 
^ ^ diefe Quantitäten oder die verfchiedenen Glieder der 
Formeln in der Tafel afficiren. 

I 

Um die Veränderungen zu entdecken, die in der 
That für ein beßimmtes, correlatives Syßem ßatt ba- < 
ben müßen,"fo nehme ich an, dafs es durch eine un- 
merJUich ' fortfchreitende Umformung, die nichts an 
den allgemeinen Grundlagen der erßen Conßrnktion 
> verändert, entßanden fey, eine Umformung, die nur 
die jedesmaligen Uagen , modificirt, indem fie oben 
fetzt, was unten, oder rechts, was links war^ Aus 
diefer ßufenweifen'Bewegung folgt, dafs eine Quan- 
tität des Syßemes, die anfangs kleiner war als eine 
beßimmte andere, nachher gröfser wird, und fo auch ‘ 
umgekehrt. Nun entßeht der allgemeine Gnindfatz 
der Veränderung der Zeichen, die in den Formeln 
des Urryßems ßatt haben muls, damit fie auf das tjm- 
" geformte oder Correlative anwendbar werden, bIofs_ 
daher, und nicht, weil diefe Quantitäten eine der 
andern entgegengefetzt feyn -würden.' , 

Im dritten Abfchnitte fetze ich bey verfchiedenen 
Figuren die Tafeln ins Werk, von denen ich anfangs 
fprach, wodurch man iiämlich das Ganze der Ver- 
hältniße darßeilen kann, die unter den verfchiedenen 
Theilen einer jeden beßehen. Nachher füge ich jeder 

\ 
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die Tafel der Correlation bey, aus der man die Ver* 
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änderungenv fieht, die man in der Urtafel machen 
muTs, um diefe auf jedes correlative Syßem anwend- 
bar zu machen. < 

Der vierte Abfchnitt enthält neue Anwendungen 
derfelben Grundfätze aüf Eigenfchaftcn , die man in 
den Figuren, ohne Zuziehung der Lineo - angulair^ 
Quantitäten finden kann. Die Lineo - angulair - Quan- 
titäten nämlich find Vermittler, um die Linien mit 
den Winkeln zu verbinden, und die Verhältnille, die> 
unter ihnen beftehen, aufzuftellen. Aber in diefem 
Abfcbnitte unterfuche ich theilweife, von der einen 
Seite die VerhäitnilTe , die blols zwifchen den Win- 
keln beftehen, von der andern die, die nur unter 
den Linien ftatt haben; ich gebe darin den Begriff 
des Mittelpunktes der mittleren Entfernungen. Da- 
bey bemerke ich, dafs diefer Punkt mit dem Schwer- 
punkt in der Mechanik einerley ift, und fchlielse dar- 
aus,- dafs die Theorie diefes Punktes für die Geome- 
_ ^trie gehört, und dafs es fehr vortheilhaft für die Aus- ' 
bildung diefer WilTenfcbaft wäre , wenn man in die- 
fer Hinficht die natürliche Reihe der Begriffe wieder j 
herltellte. 

Ipi fünften Abfcbnitte wende ich die vorher auf- 
geftellten Grundfätze auf eine Reihe befonderer Fra- 
gen an, die zu denen gehören, welche man auf Geo- , 
metrie angewandte Algebra zu nennen pflegt. Dabey 
erhalte ich Gelegenheit, durch viele Beyfpiele zu zei- 
gen, dafs die gewöhnlich angenommene Theorie über 
die fogenannten pofitiven und negativen Quantitäten . 
nicht zuieicbt, und dafs man durch Wahl der unbe- 
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kannten und gegebenen Gröfsen biaSveilen, na(di Leil^ 
nitzens Idee, die Stellung in den Ausdruck der Be- 
dingungen der Aufgabe bringen, und fo den natüi^ 
lieben Grad dei Endgleichung vermindern könne. 
Ans dielen verfchiedenen Unterfuchungen eiufpringen 
einige merkwürdige Formeln, z. B. die Bedingungs- 
gleichung zAvifchen den 6 Winkeln, Avelche die 4 
Seitenflächen einer Triangulär -Pyramide bilden. 

Endlich im fechßen und letzten Abfchnitte Avende 
ich m^ine Tafeln, um das Ganze der Eigeufchaften. 
der Zeichen darznßellen , auf Curven an. Ich ent- 
wickele hier den lichtvollen Wink, Avelchen Godin in 
feinem Traite des proprietes commuiies d toiUes les Cour- 
ier gab, dafs die Kunft, , , Eigenfchaften der Curven 
au entdecken, genau genommen nur die Kunlt fey, 
das Syftem der Coordinaten zu verändern, und ich 
zeige diefc Verrichtung in verfchiedenen Bcyfpielen. 
Meine Ablicbt dabey Avar nicht, eine ausführliche _ 
Ab^iandlung über Curven zu fehreiben, ich Avoilte 
blofs Veränderung in die AnAvendung meiner Grund- 
fätze bringen, und zeigen, dafs man die Bildung der ' 
vorher bemerkten Tafeln auf Curven und Oberflä- 

I 

eben eben fo gut, Avie auf gerade Linien und Ebenen 
anAvenden könne. Man wird in diefem Abfchnitte' 
viele merkAVürdige, und, Avie ich glaube, nicht be- 
kannte Eigenfchaften der Kugelfchnitte iindeii; fo 
Avie eine, ziemlich bemerkensAverthe Theorie über die 
Pui>kte des Ziirammentrcifens mehrerer Linien , und 
über diefs im Gcgcnthcil, die fleh auf derfelbcn gera- 
den Linie geordnet befinden. Endlich noch mehrere 
Eigenfchaften der Curven überhaupt, AA'odiirch ich 

vorzüg- , 


DigillzcÄ by Gt'oglc 


33 


TOrzüglich diefö bezAveckte, ihre Gleichnng unab- 
hängig ypn. jedem Punkt, jeder Linie, ' jeder Ebene, 
oder überhaupt von jedem fefien Gegenftande zu ma- 
chen, den man Avillkührlich im Raum der Cutve, 
oder in der Curye felbfi, annimmt. • . 

Der.gröfste Theil’der in diefem Werke abgehan- 
dellen Fragen gehört in die Elementar.- Geometrie. 

Aber Avenn man bedenkt, dafs es eben diefe Geome- 
trie iü, die fa fruchtbar in den Händen eines Hip- 
parchs, Archimeds, eines Apolloniua war; dafs es die' 
einzige iß,' Avelche Neper, Vieta, 'Fennat; Galilei, 
Pascal, Hujgeiis und Roberval kannten; Avenn< man 
bedenkt, dals NeAvton, Halley und Maclaurin ße mit 
einer Art von Vorliebe bearbeiteten,, fo kann man ' 
leicht denken, dafs diefe Geometrie ihre Vorzüge ha> 
ben müße.. ln der-That iß man heutiges Tages ziem- 
lich darüber einverßanden, dafs der vorzägUchße " 
Ntflzen der ßrengen Wißenfchäften, Avenn man fie 
Aveitcr treibt, , als zum Hausbedarf der Künfte nöibig • 
iß, darin beßeht, den Geiß an Betrachtung, an Ge- 
nauigkeit und Verkettung der Ideen zu geAVohnen. 

Diele iß nun vorzugsweife der ZAveck der Geometrie 
der Alten. Denn heifst fie Elementar- Geometrie, ^in 
dinficht auf, den Ge^enßand , , mit dem fie fich be- 
schäftigt, fo iß ße ^es doch keines Av eges lin Hinficht , 
auf ihre SchAvierigkeiten , 'worin Ce nicht den ana- 
lytifchen Unterfuchungen Aveicht. Auch iß die Me- ‘ 
taphyfik der Wilfenfchaften eben nicht ihr unmtcref* > 
fanteßcr Theil, und es iß von grofser Wichtigkeit, ' 
alle falfchen Ideen daraus zu verbannen. Wer aber 
I. ■ C 
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den Gegenftandt mit dem er Heb befchäftigt, er* 
fchöpfen ■will, für den trägt der Begrift' der foge- 
nannten negativen Gröfsen diefen Charakter, und 
doeb dient er den vorzüglichrten Verrichtungen der 
Algebra zur Grundlage, ja die algebraifche Analyßs 
beruht ganz auf ihm. Die Bemühungen , welche die 
gröfsten Geometer anAvandten, diefen Punkt der Wif* 
fenfehaft aufzuklären, und die Streitigkeiten, die er 
verUifacht hat, rechtfertigen hinlänglich ein Unler- 
•nebmen,'deircn HauptsAveck darin beßcht, die P'alfch« 
heit lind abfolute Unnützlichkeit diefes Begriffes zu 
zeigen, und dafür einen andern zu fetzen, der Ein- 
fachheit und Strenge 'verbinde, indem man blofs auf' 
die natürlichen ‘Ideen , die lieh zuerft jedem anbieten, 
rui'ückgcht. ' 

> Betrachtet inan ferner das, * ■'Ä^äs man heutiged 
Tagea Elemente der Geometrie nennt, fo mufs man 
über den eingcfchränktcn Sinn, den man ihnen giebt, 
erßaunen. Die AVIfl’enfchaft der Projektionen, oder 
die befchreibende Geometrie, ift nicht darin begriffen, 
fondern macht noch' eine befondere Wiffenfehaft aus. 
Und doch Avas ift mehr elementär, mehr nützlich für 
die Ausübung der Künße, als gerade diefe Lehre von 
den Projektionen auf horizontalen und vertikalen Ebe- 
nen? < Man Avendet mir vielleicht ein, dafs das keine 
Grundl’ätze der Geometrie, fondern Thcile ihrer An- 
Avendung lind. Das kann Avahr feyn, aber daffelbe 
kann man von vielen' Sätzen fagen, die man gemei- 
niglich in den Elementen autriff't. Es iß nicht leicht, 
oder vielmehr, es iß unmöglich, das,- AVas man in 
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diefer Hinßcbt Grundfätze nennt, von dem zu tren- 
nen, Avas man AiiAveiidung nennt. £3 fcheint, dafs 
das, AVas man GrundCätze nennt, eine Sammlung von 
Wahrheiten feyn müfle, die, einmal recht erkannt, hin- 
reichen, um die' Amvendung auf die befondern, ge- 
meinten Fälle leicht zu machen. Wenn diefa ift, fo 
behaupte ich, dals die geAVÖlinlichen Elemente nicht 
hinreichen, denn der Uebergang von diefen Elementen 
zu der WiffenTchaft der Projektionen erfordert neue 
Lehren und beträchtliche Auseinanderfetzungen , in 
die man (ich hinein arbeiten mufs. 

Was ich hier über die Lehre von den Projektio- ' 
nen gefagt habe , gilt auch von den meiften andern 
Gegenftänden der Geometrie. Z. £. die Lehre von 
Polygonen und Polyedern ift kaum darin berührt. 

Es ift Avahr, fie ift, AVenn man Avill, mit- in der Tri- 
gonometrie begrifi'en, aber das ift auf eine fo impli- 
cirte Art, dafs der Uebergang von der einen zur an- 
dern, AVeit entfernt, als eine leichte Antvendung be-^ 

V 

trachtet Averden zu können, vielmehr eine fehr ge- 
übte Einbildungskraft erfordert. Bey alle dem lind 
eine Menge auffallender -und nützlicher Eigenfdhaften 
gar nicht bemerkt. Eben fo ift es mit den Eigen- 
fchaften des SchAverpunktes , der Avifklich zur Geo- 
metrie gehört, und delTen praktifche Wichtigkeit eben 
fo ausgedehnt, als unbeftritten ift. 

Endlich, Avas man geAVÖhulich unter dem Name« 

Elementar -Geometrie begreift, ift nichts anders, als > 

• 1 , 
eine metliqdifche Sammlung von den einfachften und ' 

geAVÖhnlichften Eigenfchaften der Figuren, die aus >. 

C a V 
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geraden Linien und Umkreifen von Cirkeln .beßehn. 
Freylich gcßeht jeder, dafs auch in diefer Hinficht 
nur es immer ein grofses Verdienß bleibt, gute Ele^ 
mente zu. machen , d. h. diefe Eigenfchaften auf die 
deutlicbße und für Schüler nützlichße Weife zu fam« 
mein , zu ordnen und zu bcAveifen. Aber dennoch 
g^ebt diefe Geometrie, wie ich fchon bemerkt habe, 
mag fie noch fo gut geordnet feyn , als Refultat , nur 
eine Sammlung von Lehrfätzcn, die felbß in Rück*' 
ficht auf ibi'en befondern Gegenßand (die gerade Li- 
nie und den Cirkel) fehr unvollftändig iß. Um' den 
Gegeiißand ganz zu erfchöpfen, mufs man, Avie es 
\ mir fcheint, zur Auflöfung diefer allgemeinen Aufgabe 
gelangen: » , 

Wenn in irgend einem Syfiem von gera- 
den Linien, mögen fie in derfelb eu Ebene, 
oder nicht gezogen feyn, einige von ihnen, 
oder Winkel, die aus ihrer Verfammlung 
entliehen, es fey zwilchen ihnen felbß, 
oder zwifchen den Ebenen, in denen fie 
liegen, in hinreichender Anzahl gegeben 
find, um die Figur zu beßimmen, die 
' übrigen zu finden. Nun find die gewöhnlich 

% 

, fogenannten Elemente der Geometrie weit ^ on diefer 
' allgemeinen Aufgabe entfernt. 

Man liebt hieraus, dafs es nicht darauf ankommt, 

, die gewöhnlichen Elemente mit einer grofsen Anzahl 
neuer Sätze zu vermehren, fo auffallend fie auch iiH; 
mer feyn mögen,, fondern nur darauf, zur Aufiöfuir^ 
einer allgemeinen Aufgabe zu kommen, welche fie 
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alle AVie befondeie Fälle in ihren Erklärungen ent-,^ 
halten, nnd aus der fie fich durch eine vielfache 
Combination von Formeln leiten lallen. Ich habe die ' , 
AuflÖfung diefer allgemeinen Aufgabe im fünften Ab- 
fchnitt gegeben, oder vielmehr nur angezeigt; aber 
nm ihre Anwendung auf jede befondere Figur leich- 
ter zu machen, habe ich in den vorhergehenden Ab- 
fchnitten die Bildung einer Tafel erfunden und aus 
einander gefetzt, welche das Ganze der Eigenfchaften 
einer Figur darftellcn kann, welche alle ihre par- 
tiellen VerhältnilTe unter einen Gefichtspunkt bringt, 
und endlich, indem ich eben diefe Figur als Maafsftab 
zur Vergleichung brauche, habe ich durch hinzuge- 
fugte Tafeln, die ich Tafeln der Correlation nenne, 
alle die darauf bezogen , deren Konftruktion Avefent- 
lich diefelbe ift. Die erfte von diefen Tafeln ift nun 
eine volliländige Aufzählung aller Tbeile (lineäre, an- 
gulär^, füperficielle u. f. w.), Avelche zur Zufammen- 
fetzung der ürfigur gehören, alle in Werthen von 
irgend av eichen unter ihnen ausgedrückt, die in hin- 
länglicher Anzahl angenommen Averden, flanüt, Avenn 
man fie als bekannt annimmt, alle übrigen beftimmt 
lind. Die andern, nämlich die Tafeln der Correla- ' 
tion, zeigen die Verändeinngen an, die mit diefer 
Urtafer vorgfehen müifen, Avenn man fie auf irgend i 
eine Figur derfelben Gattung, oder auf eine correla- 
tive aiiAveiiden Avill, d. h. die nicht Avcfentlich von 
der erften verfchieden ift, fondern nur durch einige 
Modifikationen , oder durch die Vci fchiedenheit der 
Stellung fich cntfprechender Theile fich auszcichnet. 
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Da min diefe Verfchiedenheit in der jedesmaligen 
Stellung der ,ficli enlfprechenden l'heile vorzüglich 
durch die Verfchiedenheit der Zeichen + “*^8 — 
ausgedrückt wird, fo zwingt mich die Natur meines 
Gegenßandes, das, was man pofitive und negative 
Quantitäten nennt, zu behandeln. Das habe ich nun^ 
mit einer Ausführlichkeit gelhan, die frejlich zu weit 
ginge, wenn ich nicht hier Ideen zu bekämpfen hätte, 
die fo allgemein angenommen find, dafs man de hey- 
nahe für Axiomen anfehen könnte. Weil die Theorie 
der Veränderungen, die aus der verfchiedenen Stel- 
lung fich entfprechender Tbeile der Figuren einer 
Art entliehen, die Grundlage diefer Abhandlung ift, 
fo habe ich ihr den Namen , Geometrie der Stel- 
lung, gegeben. Nicht um dadurch anzuzeigen, dafjs 
he einen, von dem der gewöhnlichen Geometrie ver- 
fehiedenen, Gegenftand hätte, fondern nur, um die 
von mir vorgefchlagene Art zu cbaraktcriliren , fo- 
wohl das Ganze der VerhältnilTe der Urfigur auszu- 
drücken, als auch die Veränderungen der Stellung, 
die dabey elhtreffen können. 

Das Fundamentalprincip meiner Theorie ift, dafs 
der Begriff ifolirter, negativer Quantitäten unzulälsig 
fey. Alfo um die Vorftellungen genau zu beftimmen,' 
nenne ich Geometrie der Stellung diejenige, 

in der der Begriff* der pofitiven und ifolirten ne- 

' gativen Quantitäten durch den Begriff der di- 

/ 

rekten und inverfen Quantitäten erfetzt ift. 

Diefe Begriffe find fowchl hier (in der vorläu-, 
figen Abhandlung), ' als auch im erften Ahfchnitte 

•' V ' '' 
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weilläuftig enuyickelt. In den übrigen Tbcilen des 
Werks habe ich mich fo viel als möglich befclu-änkt, 
ja oft nur den Lefer auf den Weg des Ileweifes ge- 
führt, und doch ift das Buch ftärker, als ich mir vor* 
genommen batte, geworden; denn anfangs wollte ich 
nur eine neue Ausgabe meines Tiaite de Ja conela» 
tion des ßgures veranftalten. Aber die Methode, Geo- 
metrie in Tafeln zu behandeln, eröffnet ein fo^ weites 
und fo fruchtbares Feld, dafs man nur mit den in- 
tereifanten Refultaten', die daraus entfpringen, leicht 
einige Bände füllen könnte. Und diefe Befultate fin- 
den fich gedrängt darin, denn jede Linie einer Tafel 
% / 

ift, genau genommen, ein in Formeln gebrachter 
Lchrfatz. Man braucht diefe Formeln nur zu klalFifi- 
ciren und fo zu ordnen, dafs man gleich die nöihi- 
gen finden kann , wie man z. B. in den logarithmi- 
fchen Tafeln den Logarithmus einer Zahl findet. 
Noch mehr,^ ich glaube, dafs diefe Methode auf alle 
andere Zweige der Mathematik angewendet werden 
kann, und weifs, dafs ich hier nur einen fehr un- 
vollkoinmenen Verfuch gebe, aber wenn ich mich 
nicht irre, fo kann diefer Verfuch die Grundlage einer 
nützlichen Arbeit werden. ■ ' 

Die Geometrie der Stellung, welche hier abge- 
handelt Avird, ift nicht, Avas verfchiedene Gelehrte 
Geometrie der Lage genannt haben. Unter Geo- 
metrie der Lage verfteht man geAvöhnlich eine RlaCfe 
von Unterfuchungen , die, obgleich aus der Sphäre 
der Geometrie, fich doch nicht unter die älgebraifche 
Analj'fis zu fügen fcheinen; da -im Gcgentheil die 
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Geometrie der Stellung, Avelche ich hier behandle, 
nur eine Art ift, die Antvendung det Algebra auf 
getvöhnliche Geometrie fruchtbarer zu machen. Die 
Geometrie der Lage ift, fo viel ich tveifs, nie befoil- 
ders behandelt ■worden. Man findet einige Beyfpicle 
davon in Oranams und Montucla’s Rccreations mnthe* 
maütjues; dahin gehört auch eine Aufgabe, die Euler 
in doti Abhandlungen der Ahademie zu Petersburg 
anflöfte,' nämlich, welchen Weg man bey Brücken 
über einen Flufs , der fich fchlängelt, zu nehmen 
habe, wenn man nie zweymal über diefelbe Brücke 
gehen darf. In diefen Zweig der Geometrie gehören 
auch des verftorhenen Vandermonde fcharffinnige ün- 
teiTuchungen über den Gang des Fadens, der nacH 
und nach alle Mafchen einer geftrickten Arbeit bildet. 
Man ßeht aus diefem letzten BejTpiel, dafs alfo diefer 

V « 

Zweig der Geometrie ganz dazu geeignet ift, auf eine 
übereinftimmende und leichte Weife das yerfchiedene 
Verfahren der Künfte zü befchreiben, ' und in diefer 
Rückficht kann fie unendlich nützlich werden. Aber 
cs fcheint mir , dafs der Name , Geometrie der Stel- 
lung, weniger paflend dafür ift, wie z. B. Geometrie 
der Verfetzung wäre , weil in der That die Bewe- 
gung oder die Verfetzung der Theile des Syftems als 
ein wefenlliches Element in alle folche Fragen kommt, 
und Aveil fie eigentlich zur Geometrie der Stellung 
' fich ■wie BeAvegung zur Ruhe 'verhält. Noch dazu 
ift fie nur der geringfte Theil einer fehr umfalfcnden 
und Avichligcn Wiffenfchaft , die noch’ nie behandelt 
ift, ich meyne überhaupt die Theorie der Bevregung, 
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abßrahirt von allen Kräften, die fie hervorbringen ' 
/ " 
oder «verfetzen. So z. B. , "wenn ich mir yomehme, 

mit dem Springer alle Felder des Schachbretts zu 
durchlaufen, ohne je zweymal über dalTelbe zu kom- 
men , fo ift mir fehr wenig daran gelegen , zu wiffen, 
was die Maße diefes Springers ift, oder wie grofse 
Kraft ich brauchen mufs, um ihn zu bewegen. Eben . 
fo, wenn ein Faden die Mafchen einer Strickarbeit 
bildet, kommt es gar nicht auf die Gefetze der Aktion" 
und Reaktion, noch auf die Kraft, mit der der Fa- 
den gefpannt wird , an. Derfelbe Fall tritt endlich 
bey allen Mafchinen ein , deren Zweck nicht Erfpa- 
rung der Kraft ift, fondern wo nur gewilTe Verhält- 
nifle zAvifchen den Richtungen und den Schnellig- ' 
keiten verfchiedener Punkte eines Syftems aufgeftellt 
werden Rollen. Ich werde in einem andern Werke 
auf den Begriff diefer Be^vegungen zurückkommen, 
deren Gränzen ich fchon fonft geometrifche 
Bewegungen genannt habe, und deren Theo- 
rie der Uebergang von der Geometrie zur Mecha- 
nik ift. 

In dem, Avas ich. hier Geometrie der Stellung 
lienne, wird keine Bewegung oder Verletzung der 
Theile unterfucht, fondem ,blofs, wie ich fchon 
vorher fagte, eine neue Methode, den Anwendungen 
der Algebra auf 'die Geometrie mehr Ausdehnung zu 
geben, entwickelt. So habe ich aifo mit dicfem Na- . 
men eine Theorie bezeichnet, ' 

„deren befonderer Zweck cs ift, durch verglei- 
chende Tafeln die verfchiedenen Stellungen lieh 


I . 
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entTprecbender Theile der Figuren von einerley 
Gattung auszudrücken.** nachdem vorläuhg die 
allgemeine Tafel ihrer gemeinfchafllichen Eigen- > 
fchaften gebildet iß. 

Das iß denn nun der ^yahre und einzige 
Zweck dtea gegenAvärtigen Werks. 
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Geometrie der Stellung. 


1. Oie Geometrie der Stellung iinterfucht befonderc 
die Verbindung, welche zwifchen den jedesmaligen La- 
gen der verffhiedenen Theile einer vorgegebenen Fi- 
gur und ihren komparativen Werthen Itatt findet. 

Es beßehen unter den Theilcn jeder geometri- 
' fchen Figur zwey Arten Verhältnilfe, die VerhältnilTe. 
der .Größe und die VerhältnilTe der Stellung. Die 
erßen finden unter den abfoluten Werthen der Quan- 
titäten ßatt ; die andern drücken ihre jedesmaligen 
Stellungen aus, indem He anzeigen, ob ein Funkt 
Qch über oder unter einer Linie, rechts oder links 
von einer Ebene, innerhalb oder aufserhalb eines Um- 
kreifes befindet. Mein ZAveck iß, diefe beyden An- 
^ lichten der VerhältnilTe geometrifcher Quantitäten zu • 
vergleichen und einander zu nähern.. , 

2. Die Weife, die ich dabey befolgen Averde, be- 
fiehl darir ; Man bezieht jede Figur, deren Eigen- 
fchaften man fucht, auf eine andere, deren Eigei^- 
fchaften bekannt find, und die man als Maaßfiab zur 
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Vergleicliung gebraucht; dann drückt man die Modi- 
fikaiioaeaif die He unterfcheiden , durch die gewöhn- 
lichen Zeichen der Algebra aus, oder durch eigene, 
ferner durch fyftematifche Anordnung der Buchftaben, 
welche gebraucht werden , um die Punkte zu be- 

zeichnen, welche die verfchiedenen Theile diefer Fi- 

/ 

gurcn beftimnien. Das nenne ich nun die CorreU- 
tion der Figuren aufitellen. 

Sind die Figuren, deren Eigenfchaften man fucht, 
zufammengefetzt , fo löft man fie in mehrere einfache 
auf, und vergleicht jede von diefen mit einer be- 
kannten Figur, die als Maafsßab zur Vergleichung an- 
genommen ifl. 

- Um einen mehr erweiterten Begriff von meinem 
Gegenßande zu geben, fo Avollen wir uns irgend 
ein Syftem von Quantitäten vorftcllen , die durch be- 
liebige Verhältnüle mit einander verbunden ßnd. Man 
lieht leicht, dafs eben durch diefe Verhältnifle es hin- 
veichend iß, eine gewilTe Anzahl diefer Quantitäten zu 
kennen, um alle übrigen zu beßimmen. ^ Drüdit man 
die letztem nun blois in Werthen der erßem aus und 
bildet davon eine allgemeine Tafel, fo wird diefe Tafel 
der ' analytifche Ausdruck der VerbältnilTe feyn , die 
nach der Hypothefe unter allen Quantitäten des . be- 
handelten Syßems beßeht. 

Nun foU lieh diefs Syßem vermöge eines beliebi- 
gen Gefetzes in unmerklichen Graden verändern, doch 
mögen unter feinen Quantitäten einige beßändig blei- 
ben. Diefs angenommen, fo iß es klar, dafs, fo wie 
'•die Umformung des ‘Syßems fortfebreitet , auch die 
Tormeln der Tafel, ■welche die Verhältnifle der ver- 
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fchiedenen Tfaeile ausdiiiclien, analoge Veränderungen 
erleiden werden. Diefe Veränderungen müilien im- 
mer merklicher werden , fo wie fich das umgeformte 
Syftem mehr von feinem. Urzuftande entfernt.'. . . i 

3 . Anfangs wird diefe Veränderung des> was 
man unendlich oder unbeltimmt klein nennt, unmerk- ■ 
lieh feyn, bis der Rechner der UmAvandelung oder 
dem V^^achfen der Veränderlichen einen beftiinmten 
Werlh gegeben liat, d. h. bis er für die Quantitäten 
des Urfyftems, die als Gränzen oder erfte Werthe 
dienten, andere Werthe annimmt, . die er nach der 
vorausgefetzten Veränderung des Syftems beltknmt. 

In der That, da nichts bis dahin bey den Quantitä- 
ten, die in die Formeln der Tafel kommen, die GröCse " 
ihrer Veränderung b^llimmt, fo ftelit es dem Rech- 
ner frey, fie fo klein, als er Will, anzunchmen. Aus 
diefem uiibcftimmten Zuftaude des Syßems entßeht ' _ 
eine zufällige fehr .^wichtige Vereinfachung, nämlich 
die Hierarchie der DiR'erentien von verfchiedeiien 
Ordnungen, aus deren Entwickelung wieder die fo- 
genanntö Analyfls des Unendlichen , eine der frucht- 
barhen der Rechnungsarten entfteht. Diefe Analyfis 
id nichts als eine igroCse und glückliche Anwendung 
der Matliode der UnbeAimmten. 

4> Aber ilt der Rechner fo weit gekommen, für 
jede Quantität des Urfyftems eine folche Subftilution 
zu machen, d. h. hat er in den Urformein für di« 
daliin gehörigen Quantitäten den Werth gefetzt, vvek' 
chdn jede von ihnen erhielt, als das Syftem auf irgend 
einen heftimmten Zuftand der Umformung gekommen 
war, fo kann es feyn^ daCi diefe Umformung noch 
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fo gering ift> dafs die Geftalt der Tafel, Avelche den 
jedesmaligen Zußand des Syftems vorftellt. Hoch keine 
Veränderung in den Zeichen erlitten bat, welche di« 
^ au den Formeln gehörigen Quantitäten verbinden, 

und dafs fie blofs in den abloluten Werlhen diefer 

1 

halben Quantitäten geändert ilh Ich drücke diefen 
- Zußand des umgeformten Syftems fo aus , dals ich es 
in direkter Correlation mit dem UrfyAeme 
nenne. 

5. Ging aber die Umformung weiter, fo können 
/• 

die für das Urfyftem gefundenen Formeln nicht mehr 
mit feinem neuen Zuftandc übereinftimmen ,‘ ohner- 
achtet aller Veränderungen, die man mit den abfo> 
luten Werthen der in diefe Formeln gehörigen Quan« 
titäten machen könnte. Es kann auch nöthig feyn, 
um fie für das umgeformte Syltem paifend zu ma- 
chen, das Zeichen einer oder mehrerer diefer Quaii> 
titäten zu verändern.« Ich drücke diefen neuen Zu- 
fiand des umgeformten Syfiems dadurch aus, dafs ich 
fage, es fey mit dem Urfyftem, welches immer als 
Maabftab zpr Vergleichung dient, in indirekter 
' Correlation. 

6. Die Umformung des Syftems kann noch weiter 
geben. Es kann felbft unzureichend feyn, wie vor- 
her das Zeichen einer oder mehrerer der Quantitäten, 
die ins Syftem gehören , zu ändern , und man kann 
diefe Quantitäten felbft -oder einige unter ihnen nüt 
den eingebildeten Wurzeln der Einheit niultipliciren 
mülfen. Wir Averden nämlich bald fehen, dafs e» 
nöthig feyn kann , eine Quantität mit y* — » , die 
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zu muhiplidren. 


In diefem neuen Zuftande ßeht das Syftem mit dem 
Urfyftem in eingebildeter Correlation. 

• t)a man aber die Einheit als den natürlichen 
Cpeffidenten jeder Quantität betrachten darf, fo ßeht 
man, dals ihre Wurzehi, als Coellidenten gebraucht, 
mehr Avie blofse Zeichen, als Avie Quantitäten anzu* 
leben ßnd, denn -fie verändern nichts am abfalutcn 
Wetthe diefer Quantitäten; lie drücken ihnen nur das 
Si^el der' Ungereimtheit , das üe tragen Tollen, auf^ 
und man kann ße durch eine einfache algebraifchn 
Umformung veifchAviiiden lalTen. So Avird z, B.’ 


-üL+r-3 


AA'änii man ße Zuni Cubus erhebt» 


, eben To,i als Avenn gar kein CoelHdcnt da 
gCAvefen Aväre. Die Einheit felbft, die bey allen 
Quantitäten Coeilädent ift, kann in diefer llinßcht 
-mehr AA'ie ein Zeichen, als Avie eine Quantität be- 
trachtet yverden. ^5o AVerde ich alfo in der Folge die 
Einheit und alle ihre Wurzeln, als Coelficienten ge* 
braucht, unter dem aUgemeinen Namen algebraifcher 
Zeichen umfaHen, eben fo Avie -f* 
felbft nichts anders ift, als die Coeßieienten t 
und — 1 . t 

Ich mufs im Vorbeygehen in Hinßcht auf diefe 
Wurzeln bemerken, dafs das Verhältnift zweyer unter 
ihnen, in demfelben Grade oder nicht in demfelben 
Grade genommen, ihr Produkt, die verfchiedenen 
Potenzen oder Wurzeln einer jeden u, f. ,av* ßch i^- 
mer -wieder in der unendßcben Zahl diefer halben 
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Wurzeln der Einheit befinden. So ift zum Beyfpiel 
das Produkt aus T' — i, Avelches eine der 4*^11 Wur- ' 

sein der Einheit ift, in — "Welches eine 

der Jten Wurzeln ift, auch eine Wurzel der zwölften 
Ordnung, weil, wenn man diefs Produkt zur istea 
Potenz erhebt, nothwehdig die Einheit wieder ei^ 
fchcint. 

7. Endlich kann die Umformimg des Urfyßegos 
fo weit getrieben werden, dafs die Veränderuijg €1% 
facber dabin gehöriger Quantitäten nicht 'mehr hin« 

- reicht, d. h. dafs es unzureichend ift, ße mit» — r« 
oder fonftigen Wurzeln der Einheit zu multipliciren« 
fondern dafs man diefe Zeichenreränderung nicht bey. 
den einfachen Quantitäten, fondern bey einigen ih- 
rer Funktionen anbringen mufs. . Dann ift das neue 
Syftem in comp lex er Corxelation mir dem Ur- 
* fyftem. 

' Ungeachtet diefer Veränderungen behält jede. 
Quantität des .umgeformten Syftcms, da fie fich-niir 
in unlnerklichen Graden verändert, ihre wirkliche 
Exiftenz , und eine ihr entfprechende im Urfyftem.' 

Dit Analogie beyder Syßeme befteht immer , der' Au»* 

y 

druck der Quantitäten kann wohl in, den Formeln 
mit Zeichen wechfeln, aber ihre Zahl und der Werth 
einer jeden bleiben. Diefs find nun die yerfchiede- 
nen Syfteme (oder vielmehr, diefs ift dalfelbe Syftertt 
in dem verfchiedenen Zuftande der Umformung be- 
trachtet), welche ich correlative Syfteme nenne, 
indem ich durch die eben angeführten eignen Aus- 
■ * *di"uckc 
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driiclie die mehr oäet weniger entfeinten Grade der 
Correlation bezeichne. 

^ Es kommt alfo 

i) darauf an, die analytifche Tafel der Verhältnill'e 
unter den verfchiedenen Theilen des Urfyßems 
zu bilden , nach geAvilfen unter ihnen beftehen- 
den Beziehunge;] ; , 

b) eine zAveyte Tafel zu bilden, ■welche alle Ver- 
änderungen bezeichnen füll, die in den Formeln 
der erften Tafel aus der Umformung des Syftems 
entfpringen, fo 'wie es fich von feinem Urzuftande 
entfernt. ' 

Diefs ift nun der Zweck diefes Werkes. Der 
Titel zeigt, dafs ich vorzüglich diele letzte Tafel be- 
abficKtige, nämlich die der Correlation der Syfteme; 
aber da ihre Bildung oft die- A'orhergehende Bildung 
der erften erfordert, da man Avenigßens daraus eine 
grofse HüVe in diefer 'Hinficht zieht, noch melir, da 
die Methode, fo durch eine allgemeine Tafel alje 
Quantitäten eines Grundfyftems blofs in Werthen eini- 
ger unter ihnen darzuftellen , mir grofse Vortheile zu 
verfprechen fcheint, fo Averde ich mich eben fo viel 
mit^ der erften, als . der ZAveyten Tafel befchäftigen. 
Im erften Abfchnitt entAvickcle ich Grundfätze, die 
auf alle Theile der Mathematik an-\vendbar find; iu' 
den andern “‘werde ich verfchiedene AnAvendnngen 
auf die Elementar- Geometrie und die Theorie der 
Curven zeigen. 



Er ft er Abfeh nitt. 
Allgemeine Grundfätz«. 


9. Ehe ich zum Werke felbh gehe, mufs ich einen 
Unterfchied zwifchen den Worten Werth und 
Quantität andeuten, der für das, tvas ich in der 
Folge zu Tagen haben Averde, fchr Avichtig ift. 

Durch den Ausdruck Werth, verfiehe ich über» 
haupt jede Art algebraifcher Funktion. So ift a ein 
abfolutcr Werth; +" ein pofitiver Werth;* — a ein 
negativer Werth; IT — « ein eingebildeter Werth. j 
Ich behalte mir im Gegentheil das Wort Quantität 
yor, um einzig und allein die Sache felbd, deren 
Eigenfchaften man fucht, oder ihren abfoluten Werth ' 
(d. h. AA^enn man vom Zeichen abitrahirt) zu bczeich* 
nen. Nimmt man alfo diefe Definition an , Ib giebt .1 
es keine pofitive, keine negative und keine eingebil- J 
dete Quantitäten. Jede Quantität ift ein Avirklicher 1 
Gegenftand, den der Geift entAveder Telbd, oder def- 
fen Vorftellung auf abfolnte Art in der Rechnung er • 
doch fallen* kann; da hingegen die Werthe oder Funk- 
tionen nichts als bloTse algebraifche Formen, als Quan- 
titäten mit ihren Zeichen zuTammengenommen feyn , 
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können. Nun geigen diefe Zeichen Verricht iingeii 
an, die oft nicht ausführbar find. Z. B. — a allein 
zeigt an, dafs man a von o nehmen foll; was unge^ 
reimt ift, da es nichts unter o giebt. 

Diefe algebraifche Formen können froylich In der 
Rechnung als wahre Quantitäten gebraucht Averden; 
aber diefe Rechnung giebt nur dann verftändliche 
Refultate, Avenn diefe Formen auf Verbindungen zu- 
rückgeführt find, die Avirkliche Gegenftände darftellcn, 
d. h. auf Formeln oder Funktionen, in denen die an* 
gezeigten Verrichtungen Avirklich ausgeführt aa erden 
können. Man kann Avohl in einer Rechnung die Sub- 
traktion einer Quantität, die von einer kleineren ab- 
gezogen Averden foll, anzeigen, aber man kann fie 
nicht ausführen. Doch kann diefs ungereimte Re- 
fultat, Avenn es algebraifch ausgedrückt iß, durch 
Umformungen zu Refultaleii einer andern Gattung 
führen, die nur ausführbare Verrichtungen an Alirk- 
lichen Quantitäten anzeigen. Nur mit dem Fall find 
diefe Refultate wirklich bedeutend, und können nütz- 
Rch auf den Gegenßand, den man fich vorgefetzt hat, 
angcAvendet Averden. 

Ich nehme z. B. an, dafs der Ausdruck der Be- 
dingungen einer Aufgabe mich auf diefe Gleichung 
geführt hätte: — 2 a.r-|- n* — t = o, ^ oder 

(js — «}* ~ h; fo ziehe ich daraus x — a + Y“h.' 

' Das erfte diefer Refultate, nämlich x — a — y^h, 
giebt dem Geifte nur deutliche Vorfiellungen, aber 
das zAveyte .r — « — Y~ h iß unverßändlich , Aveil 

das zweyte Glied eine ungereimte Quantität oder eine 
.. blofse algebraifche Form iß, die nichts Wirkliches 

D 3 
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auefIrücTit. Doch durcli die b|ofsc Vcrfetzung der 
Quantität a mache ich diefs llefuUat bedeutend und 
nützlich für meinen Gegenftaiid, weil es die aufge-^ 
Avorfene Frage eben fo gut, als das erfte auflöft. Denn 
dann ■wird von den beyden llefultaten das eine 
das andere x—a — f^b, welche gleich 
bequem das Problem auflöfen. , . 

10. Wenn die Eigenfchafteii irgend eines Syßems 
von Quantitäten durch Gleichungen oder Formeln aus- 
gedrückt werden , die auf dielen eben berührten Ur- 
zultand zurückg^führt lind, d. h. fo, dafs alle darin durch 
Zeichen angezeigte Verriclilungen wirklich ausgefdhrt 
werden können ; fo fage ich, dafs diefe Formeln unmit- 
telbar anwendbar auf das Syftem lind, und nenne fie, 
in Hinlicht auf das Syllem, klare Formeln. Im Ge- 
genlheil nenne ich verwickelte Formeln die- 
jenigen, die nicht auf das Syftem angewandt werden 
können , wenn lie nicht vorher eine Umformung er- > 
litten haben. ■ 

So lind im vorigen Beyfpiel » x — a —Y“ b^ I 
x~a-\-Y 7 b, x—a — Vb, klare Formeln, weil in | 

t 

diefen Gleichungen keine Vemchtung angezeigt ift, 
dicv nicht wirklich ausgeführt werden könne, hingegen ' 
die Gleichung x — a = — ift blofs v erwickelt, ■ 
weil man lie nicht bedeutend machen kann, ohne | 
fie vorher umgeformt zu haben; indem man z. B. | 
entweder <i verfetzt, was .r=a — yb giebt, oder i 
indem man die Zeicheh, aller Ausdrücke verändert, | 
woraus a — xx=.yb entfteht; Formeln, die beyde I 
klar find. I 



11. Unter eler Gefchlechtsbenennnng Gröfse 
werde ich eben fo wohl Avahre Quantitäten, als alge- 
braifche Formen, die ich Wert he genannt habe, 
begreifen. BisiveiJen auch um mich fo viel als mög- 
lich den geAVÖhnlichrten itusdrücken zu nähern, 
Averde ich Quantität für Werth brauchen, und- fo 
AA'echfelsAveife, aber blofs, wenn daraus kein zwey- 
deutiges Refultat entftehen kann. 

ic. Man hat an dem oben angeführten Bevfpiel 
gefefaen , • dafs man verwickelte Formeln nicht als un- 
brauchbar venverfen mufs ; es ift fogar gerade der 
Gebrauch diefer Formeln, der den Charakter der Ana- 
lyfis ausinacht, und der ihr einen fo grofsen Vortheil 
vor der Sjanthefis giebt. Diefe ift durch die Natur 
ihres Verfahrens eingefchränkt ; lie kann niemals ihr^n 
Gegenftand aus den Augen verlieren; diefer Gegen- 
ßand mufs lieh ßets dem Geifte rein und wirklich 
zeigen , fo wie alle ' Annäherungen und Zufamraen- 
fetzungen, die mah damit vornimmt. Sie kann alfo 
keine verAvickelte Formeln gebrauchen, nicht Schlüfie 
auf ungereimten Quantitäten , auf unausführbaren Ver- 
richtungen machen; fie kann Avohl Zeichen, gebrau- 
chen, um der Einbildungskraft und dem Gedächtniile 
^ Hülfe zu kommen; aber diefe Zeichen find nie 
für fie mehr, als blofse Abkürzungen. 

Die Analyfis im Gegentheil hat nicht nur alle Hiilfs- 
mittel der Synthefis, fondern fie läfst auch in ihi’en Zu- 
fammenftellungen Gegenftände zu, die nicht exiftiren; lie 
ftellt fie durch Sinnbilder dar, eben fo gut Avie die u irh- 
lichcn; fie mifcht Wefen der Wirklichkeit und Gc- 
fchöpfe der Vernunft, und bringt -durch methodifclie 





_ , t ' - 

04 ; 

Umformungen endlich die letzten , na"hdem fie ficli 
ihrer zur Hülfe bedient hat, aus der Kechnnng. Dann 
verfchwindet das Unverftändliche aus den Formeln, 
und es bleibt nur das nach, Avas eine fehle Synihefis 
ohne Zweifel auch hätte entdecken können; aber 
man hat diefs Refullat auf einem kurzen und leich- 
teren Wege, beynahe durch blofsen Mechanismus er- 
halten, da im Gegcntheil, zu jeder andern Art dahin 
zu gelangen , grofser Kraftaufwand nuthig geAvefen 
Aväre. Diefs iß der Vorzug der Änalyßs vor der Syn- 
thelis, d. b. der Neueren vor den Alten. 

Die Alten brauchten die Zeichen , Avelche die 

% 

Neueren auf allgemeinere Art in der Analyfis anwen- 
den , nicht einmal als Abkürzungen in ihrer Syn- 
ihelis. Aber diefs bcAveiß nicht, dafs der Gebrauch 
der Zeichen ausichliefslich für die Analyfis gehöre; 
diefs beAveift blofs, dafs die Allen, um die bcAVun- 
dernswürdigen Entdeckungen zu machen, die Avir 
ihnen verdanken, nicht einmal die Hülfe einer fo 
Aveit als möglich getriebenen Synthelis liatten. Doch 
gejrrauchten fie die Lehre von den Verhältnilfen fehr 
gelchickt, av^ man eine Art von Mechanismus aii- 
Avendet, der mit dem analytifcheu viele Aehnlichkeit 

hat, aber fie gebrauchten fie nur, um ausführbare 
/ 

Verrichtungen anzuzeigen. Die Neueren haben., den 
Weg eröffnet, und hierdurch wird der Charakter der 
Analyfis beßimmt und ihr überrafchendea Kefultat 
hervorgebracht. 

13. Jeder andere Unterfchied zAVifchen Analyfis 
und Synthelis iß nur fcheinbar. Die Syntbefis , „ Tagt 
mah , iß die Kunß , lieh ßufenweiTe von den einfach- 
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ften Wahrheiten ’darch ihre fuccefRve Annäherung 
nnd Zufammenftellung zu den zurammengefetzteften , 
zu eiheheii ; wenn die Analyfie die Kunft ift, eine ver- 
wickelte Wahrheit in ihre erften Bedandiheile aufzu- * 
löfen, d. h. die Kniilt, allinählich ßch nähernd zu 
bewähren, oh eine Wahrheit oder ein entfernter Satz, 
den man als Avahr annirtmit, mit diefen Grundfätzen 
öder Axiomen übereinßimmt und eine nothwendige 
Folge aus ihnen ift. Aber es ift klar, dafs die Schhiil'e, 
die man in heyden Fällen machen mufs , diefelbcn 
find, nur in einer anderen Ordnung. Diefs ift alfo 
kein Avefentlicher Unterfchied der bcydeu' Methoden, 
und man fleht fo nicht ein, Avas der einen einen fo 
grofsen Vortherl vor der andern giebt. 

Die algebraifchen Charaktere oder Zeichen , Aveh 
che der Analyfis fo geläufig find, Avährend die Syn- 
thefis faft immer die gCAVcihnliche Sprache braucht,' 
bilden durch fich felbft, AAÜe man gefehen hat, keinen 
I bedeutenderen Unterfchied; denn in der Synthclis. 
braucht man diefe Zeichen oft als blofse Abkürzungen,' 
nnd macht desAvegen doch aus ihr keine Analylis. ' 

Eben fo Avird eine analytifche Formel, in gewöt n- ' 
liehe Sprache überfetzt, dcsAvegen kein fynthciilciu'r 
Satz. Es ift geAvils, dafs man einen ansgcrfebi.tc.? i 
Gebrauch der algebraifchen Zeichen machen kann, 
ohne fich je ans der Synthefis zu entfernen, 
dafs es keine analytifche Unt'erfuchung giebt, zu : 
man nicht gelangen könne,, ohne ein einziges :iic:V> . ' 

Zeichen zu gebrauchen; man braucht nif d;t 
Zeichen eine hinreichende Anzahl Worte umerzrt.- 
fchieben. , . . . . ^ / , 
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Es ift wahr, dafs die Synlhefis von Axiomen aus- 
geht und fich ftnfemveife zu verwicheiteren Wahr- 
heiten erhebt. ^Aher diefs t Verfahren ift ihr nicht 
eigen» diefs ift das einzig mögliche in allen Fällen, 
und fchon' bey "wenigem Nachdenken wird man feben, 
dafs die Analyfis kein anderes beobachtet. Sie behan- 
delt fi'eylich unbekannte Gröfsen als gegebene, aber 
dlefc unbekannten Gröfsen haben bekannte Eigen- 
fchaftcn, woran ßch einzfg die Analylis hält; diefe 
überfetzt fic, und aus diefen, indem fie immer, wie 
die Synthefis, vom Bekannten zum Unbekannten 
geht, entAvickelt fie das, was fie entdecken "will. Die 
Kunft, von dem, was man nicht weifs, zu dem, 
was man weifs, zu fchreiten, ift eine Verrichtung, 
die dem menfchlichen Verftande v'erfagt ift. 

, Von jeher haben die Menfchen ihre intellektuellen 
Fähigkeiten durch Symbole zu unterftützen gefucht, 

I 

um fich fo eine Art von künftlichem Gedächtnifs^zu 
verfchaft’en, ihre Einbildungskraft durch die Nähe- 
rung der Gegenftände , von denen fie getroft'en war, 
zu erweitern, und die Gefetze der Schlufsfolge auf 
eine Art von Mechanismus zu bringen. Diefe. Grund- 
idee oder diefer Inftiukt ift die Quelle der gröfsten 
Entdeckungen aller Art gewefen; vorzüglich die Quelle 
der genauen Wifljpnfchaften , z. B. der Rechenkunft, 
d. h. der ÜLunft 'durch materielle Verrichtungen an 
einem Syftem fymbolifcher Charaktere theilwcife die 
Verrichtungen des Geiftes zu erfetzen; der Algebrtt, 
die nur eine Art unbeftimmter Rechenkunft, d. h. die 
Kunft ift, der Zahlen -Rechenkunft die Verrichtungen 
anzuzeigen',' die fie aueführen foll. Die eine wie die 
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andere find Werkzeuge, deren fich die Analyfis be- 
dient; aber diefe Werkzeuge gehören eben fo -wohl 
der Synthefis ; blofs der verfcbiedene Gebrauch , den 
lUe beyden Methoden von ihnen machen, beftimnit ^ 
iie. Durch fie drückt die Synthefis alle möglichen 
VerhältniiTc des Dafeyns. unter Quantitäten aus; aber 
vermitteln ihrer i/l die Analylis dahin gelangt, nicht 
bloGs alle Verhältnille des Dafeyns auszudrücken, fon- 
dern auch alle unvereinbare VerhältnilTe: diel's, indem 
fie die erften durch die Anzeigung möglicher Verrich- 
tungen darllellt; die andern durch Anzeigung unaus- 
führbarer Verrichtungen. 

Man bilde eine ununterbrochene Kette,von Sätzen, 
vom Arxiom bis auf eine entfernte Wahrheit, fo "wird 
es leicht feyn, auf mehrere Arten die Ordntmg diefer 
Sätze zu verkehren, ohne dafs die Reihe der SchlüITe 
etwas von ihrer Evidenz verliere; denn die einzigen 
hier zu erfüllenden Bedingungen find, 

1) dafs man in jedem diefer Sätze deutlich die 
Gleichheit der beyden verglichenen Gegenliände 
fehe ; 

2) dafs diefe beyden Gegenftände wiederholt feyen, ' 
der eine im vorhergehenden, der andere im fol« 
igenden Satze. 

Nun ift es deutlich, dafs es viele Arten geben 
kann, , diefe Bedingungen zu erfüllen, und dafs folg- 
lich die Veränderung der Ordnung in der Reihe diefer 
Sätze nicht die Veränderung der Methode ausmacht. 

Was wirklich die Veränderung ausmacht, d. h. 
dc]^ Uuterfchied der Analyfis von der Synthefis, ift 
diefs, dafs die letztere nie zu dem gefuchten Refultat 
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gelangt, trenn fie nicht vorher in der That die 
Kette von Sätzen, von der tvir eben Tprachen, auf- 
ftellt; die Analylls im Gegentheil aber gleich dnrcli 
einen ihr eignen kurzen Weg dahin kommt, indem 
fie uiUent^egs eine Kette, nicht von wirklichen Ge- 
^iiftänden, wie die vorige, fondern von Hierogly- 
phen bildet, die fehr oft nur bloFse Vernunftwefen 
bedeuten. Hat fie die gefuchte Wahrheit einmal ge-^ 
ihfst, und der Synthefie gezeigt, l'o ift das Amt der 
letzteren, ihre Kette von wirklichen Gegenfiänden 
aufzuftellpn: die grofse Schwierigkeit ift gehoben; 

man weifs den Punkt, wo man ankomnien Toll; der 
Funkt, wo man ausgeht, ift bekannt, und 'man 
' braucht nur den kürzeften und bequemften Weg zu 
bezeichnen , um den Zwifchenraum ausznfiillen. ' 

Ift diefer Weg einmal gegründet, fo ift er gleich 
ficher und gleich lichtvoll , man mag ihn in welcher 
Richtung man will durchlaufen; es ift immer Syn- 
thefis, fo wie der hieroglyphifche Weg immer Ana- 
lyfis bleibt, Co lange die durch diefe Bildei- bezeich- 
neten Gegenftände nicht -wirkliche und 'dem Geifte 
Msliche geworden find. So wie fie das Averden, find 
die Hieroglyphen nichts mehr als eine abgekürzte 
Schrift, die kein wefentlich verfchiedenes Merkmahl 
von der Schrift der Syntheßs beybehält; die eine wird 
zur andern durch eine blofse üeberfetzung. 

W’äre eine abgekürzte Schrift genug, um Analyfis 
zu begründen, fo hätte die Stenographie diefen Cha- 
rakter; fie würde Analyfis feyn, auf den geAVÖhnli- 
chen Gebrauch der Gefellfchaft angeAvandt. Aber fie 
erreicht diefen ZAveck nicht; ihre Vortheile find, 
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Worte mit der Schnelle des Organs, das fie ausfprichtj 
anfzufaflen , von ihnen ein Bild zu entwerfen , das 
fie unter einen Gefichtspnnkt körperlich nähert' 
und vereinigt, und endlich eine Wirkung hervorzu- 
bringen, die fich fehr der der algehraifchen Zeichen 
nähert, die wie blofse Abkürzungen gebraucht Aver- 
den. Aber um die Stenographie zu einer analytifchen 
WilTenfchaft zu erheben, müfste man ihr einen Me- 
chanismns anpalTen können, der gefchickt wäre, auf 
alle möglichen Arten die Bede, die ße darftellt, um» 
zufoxmen , ohne ihren Sinn zu verändern , die Theile • 
diefer Rede zu verfetzen, 'ohne ihre Beziehung oder 
doch Avenigßens die Refultate ihrer Zufammenftellung 
zu ändeni; dann könnten die Regeln diefes Mecha» 
nismue eine Art Analyfis bilden, die auf Gegenftände 
jeder Art anwendbar Aväre. 

i4« Die glücklichen Fortfehritte der Analyßs, die 
ftete Uebereinßimmung ihrer Refultate mit dem , was 
man durch die Synthefis erhalten konnte, und das 
Siegel der Gewifsheit, das allen Entdeckungen der 
erftem nach der Reihe von der letztem aufgedrückt 
Avard, haben die Sicherheit ihres Verfahrens aufser 
allen ZAveifel gefetzt. Aber bey den erften Verfuchei» 

■ diefer Erfindungsmethode mufste man fehr vorfichtig 
feyn, utid durfte ihre Entdeckungen nicht an’s Licht 
bringen, AVenn fie nicht vorher durch die Probe der 
Synthefis gegangen Avareh. DesAvegen, glaube ich» 
hielt NeAvton feine erhabenen Arbeiten nicht werth 
vor den Augen der gelehrten Welt zu erfcheinen, ehe 
er ihnen die fynthetifche Form gegeben und fie voi^ , 
den fymbolifchen Ausdrücken befreyt hatte, die ab- 
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furde Quantitäten oder unausführbare Verrichtun- 
gen angezeigt hätten ; Hülfsmittel, die dem Suchenden 
' unendlich nützlich find, die aber doch den nicht ganz 
' befriedigen , der nicht das hleinfte ^Völkchen leiden 
kann. Er wollte in einem Werke, dafs, wenn man 
die Kette der lüeroglyphifchen Wahrheiten anfgeßellt 
hätte, man auch die Kette der erkennbaren Wahr- 
heiten wieder anknüpfte. Durch glücklichen Erfolg 
ift man dreifter geworden, und den Hefultaten der 
Analyfis traut man jetzt eben fo viel, als dem,'' was 
man durch die ftrengfte Synthefis erlangt. 

Wenn die Analyfis nur die Kunft Aväre, der Kette' 
der Schlüffe in einer Richtung zu folgen, die der 
Richtung, auf die die Synthefis zeigt, entgegengefetzt 
wäre, fo könnten die Neueren lieh nicht ihre Erfin- 
dung zufchreiben; denn diefer Gang Avar den Alten 
febon bekannt, von ihnen gebraucht und nach den 
Regeln erklärt. Sie fchrieben Flato'n die Entdeckung 
zu, und die r edu,ctio ad abf urdum, die fie oft 
in ihren BeAveifen gebrauchten, AVard als eine An- 
Avendung diefer Alethode angefehen. Neyvton’s Prin- 
cifjia enthalten eine Menge Unterfuchungen, die auf 
demfelben Wege angeftellt ^ Avorden find. Upd doch 
führt man mit Grund diefs Werk als ein Meißerftück 
der Synthefis an, Aveil es in der That ihren Avahren 
Charakter hat; AVeil die algebraifchen Zeichen darin 
nur als Abkürzungen gebraucht find , und man nir- 
gends darin auf ifolirte negative oder eingebildete 
Quantitäten fiöfst *). Nun ift es der Gebrauch diefer 


*) In dem ganzen Werke der Principia, habe ich keine einge- 
bildete QiuntitiU bemerkt; mau trifft auf 4 bis 5 von nega- 
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algcbralfchen Formen, der walirhafdg die analyüfcbe 
Methode ausmacht; zAvifchen den Symbolen, die 
wirkliche Gegenftände darftellcn, und denen, die 
blofse WcTen der Vernunft ausdriicken, liegt der , 
Uebergang der Synlhefis zur Analyfis, liegt die zAvi* 

V fchen ihnen gezogene Demarkationslinie. Hier wech- 
feit man den F^j^rer,. hier verliert die Einbildungs- 
kraft ihren Gegenftand aus den Augen , um ihn nicht 
eher Avieder zu finden, als am Ende der Kette, avo ' 
die beyden Methoden von neuem lieh Acreinigen und 
in ihren Refultaten zufammentrcfl'cn. 

15, Die Synthelis Avird nicht ausfchliefslich auf 
Mathematik angeAvandt. Sie ift überhaupt die Kunft 
mit Richtigkeit zu fchliefsen, Avas auch immer der 
Gegenftand der Schlufsfolge fey. Sie ift nicht von 
der Dialektik unterfchieden; die eine AA'ie die andere 
ift die Methode, die Form eines Schluffes zu verän- 
dern, ohne den Schlufs felbft zu ändern; man mag 
^nun feine Theile umfetzen, oder einem deutlichen 
' Ausdruck diefes Schluffes einen andern unterfchicben, 
der eben fo Adel fagt. Diefe Reihe von Umforraun- , 
gen, ftrenge auf die Schlufsfolge im Allgemeinen an- 
geAvandt, mag'^ fie durch Zeichen oder durch geAVöhn- f 
liehe Sprache ausgedrückt feyn, nennt man Synihefis 
oder Dialektik. Die Analyfis allgemein genommen ift 
dadurch unterfchieden, dafs die Reihe der Umfonuuu- 
gen mit Theilen der ^ Unterfnehung vorgenommen 
Avird , die allein genommen verftümmelt und nie ver- 

tiver Form die zur Vcreinidcbling der Hechnung genommen 
find. 

. A. d. V. 
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ftändlich find, aber wenn fie wie die andern dem 
Mechanismus der Schlufsfolge unterworfen werden, 
durch eine neue Reihe von Umformungen zu deut- 
lichen und genauen Refuliaten, wie die der Synthefis, 
führen können. Ich glaube nicht, dafs es unmöglich 
fey, diefen analytifchen Mechanismus auf Gegenftände ‘ 
anzuAvenden, die man als ganz fre||dartig mit denen 
von der Mathematik behandelten betrachtet, aber diefe 
•Anwendung mufs um fo viel l'chAverer Averden, als 
die Verhältniffe ZAvifchen diefen Gegenftänden weni- 
ger einer beftimmten Schätzung und einer genauen 
Stufenleiter der Vergleichung fähig find. Da nun der 
gröfste Theil der Fragen, die nicht allein im Verkehr 
der GeTellfchaft abgehandelt werden , fondern auch 
in AV'iirenfchaftlicben \Verken, die mehr für die 
Schärfe- der Schlufsfolge gemacht ,zu , feyn fcheinen 
(z. B. in der Staatshaushaltung) , zum Theil mit der , 
Moral' mit Muthmafsungen unbeftimmter Thatfachen 
und fehr A'ervielfältigten Zufätzen \-erknüpft find; fo 
giebt es Avenige, Umftände , avo die eigentliche analy- 
tifcbe WilTenfchaft ihre Anwendung finde. Doch 
zAveifle ich gar nicht, dafs. man nicht dahin' gelange, 
ihr Gebiet Aveit auszudehnen, wenn man die Regeln 
des Mechanismus auffucht, den man auf gemeine 

Erörterungen und vorzüglich auf die ftenographifche 
• , \ 

Schrift anAvenden könne. 

i6. Diefe Abfchweifung, wenn AÜelleicht auch zu 
weit ausgedehnt, ift doch dem Gegenftände, den ich 
abhandle, nicht fremd. Denn man mufs (ich gerade 
bemühen, den Gebrauch zu rechtfertigen, den die 
Analyfis von Quantitäten macht, dfe in fich felbft 
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abfurd find, und darthmi, wie diefe abfurden Quan- 
titäten andere anzeigen, die ‘wirklich find, und wie 
die Zeichen, die auf fie wirken, die verfchiedenen 
Verhältnilfe und die jedesmaligen Lagen erkennen laf- 

Xen, die fie haben mülTen. Diefs Werk ift ein Ver- 
/ 

fuch in Unterfuchungen diefer Art. 

17. Im Allgemeinen macht der Gebrauch der fo- 
genannten negativen Quantitäten allein genommen, 
dafs eine angezeigte Verrichtung nicht ausführbar ift, 
d. h. der Quantitäten, die von NuU abgezogen werden 
Folien oder kleiner alsNuIl find. Wir.baben aifo, eigent- 
lich zu fprechen, eine Prüfung der Natur der Größen 
anzudellen, tlie negativ oder poütiv genannt werden. 

i8- Wir wollen ein Syftem von veränderlichen ’ 
Quantitäten annehmen, einerley, ob aus der Geome- 
trie gezogen oder nicht, und diefs Syfiem in awey 
verfchiedenen Zuitänden betrachten; in einem, den 
ich als Maafsfiab zur Vergleichung annehme und Ur- 
fyllem nenne ; und in eihem andern , den ich auf den 
jcrßen beziehe und den ich umgeformt^s oder corre- 
latives Syftem nenne. 

' ly. Nun wollen wir jede der Quantitäten, die 
das Urfyftem ausmachen, als die Gränze der ihr im 
umgeformten Syftem entfprechenden betrachten, d. h. 
als ihren elften Werth, wenn d^ Syftem von feinem 
Urzuftand zu feinem umgeformten überzugehen an- 
fängt, oder, Avenn man AviU, als ihren letzten Werth, 
Avenn man auniramt, dafs das umgeformte Syftem auf 
feinen Urzuftand zurückkommt. Hier ift es deutlich, 
dafs, Avenn man zAvey der Quantitäten des umge- 
formten Syftems unter einander vergleicht, um ihr 



VerhältniCä zu kennen, diefs Verhältnifs, als Gränze 
oder kls erfter und letzter Werth, das Verhältnifs der 
Gränzen derfelben Quantitäten haben Averde» und 
gerade diefs Verhältnifs der Gränzen oder der Gränze 
des VerhältnilTes zweyer Quantitäten des umgeformten 
Syfteras, nennt man erftcs oder letztes Verhältnifs 
derfelben Quantitäten. 

Ift der Zußard der Umfonuung des Syfiems noch 
nicht beftinimt, und nimmt man den Unterfchied jeder 
Quantität von ihrer Gränze, fo find diefe Unlerfchiede 
das, was man unter dem Namen der unendlich klei- , 
nen bezeichnet; d. h. man nennt unendlicji klein den 

4 

Unterfchied einer unbeßimmten Quantität von ihrer 
Gränze, Aveil man Avirklich zu gleicher Zeit diefe 
Unterfchiede fo klein machen kann, als man Avill, 
indem man das^ umgeformte Syßem, fo viel man Avill, 
dem Urfyßem nähern und zugleich alle diefe Quan- 
titäten verfchAvinden laßen kann, indem- man die An- 
näherung der beyden Syßeme fo Aveit treibt, bis fie 
in einander fallen, 

s Man fieht alfo, dafs die Gränze von jeder diefer 
Quantitäten, die unendlich klein genannt Averden, 

Null iß. So kann man fie alfo beßimmen, indem man 
fagt, man nennt unendlich klein jede Quantität, die 
Null zur Gränze hat. Diefe Definition iß ftreng ge- 
nau. Eine unendlich kleine Quantität iß darum nicht 
keine Quantität, fondern eine Quantität, deren Gränze 
Null iß, und diefer einfache Begriß' verbannt alle 
SchAvierigkeiten aus den Anfangsgründen der Analyfis 
des Unendlichen. Wir haben oben gefagt, dab das 
letzte Verhältnifs zAyeyer, veränderlichen Quantitäten 

nichts 

\ * 
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nichts anders ift, als das Verhähnifs ihrer Gränzen. 

Dieb Geht man vollkjommen ein , fo' lange diefe Grän-^ 
zen nicht TJull lind , d. h. fa lange diefe t erglichenen 
veränderlichen Quantitäten nicht die find', die man 
unendlich klein nennt.' In diefem letzten Fall, da 

das Verhältnib der Gränzen auf — znrüchkomntt* 

o 

nimmt das letzte Verhältnib diefer Quantitäten , >vie 
man Geht, eine unbeGimmte Geftalt an. Welches ift 
nun der Werth diefer Unbeßimmten ? Hier hegt der 
Grund der Schwierigkeit der Analyßs des UneiidG« 
eben. Aber diefe Schwierigkeit hört fogloich auf, 
wenn man betrachtet, dafs diefem letzten Verhältnib,' 
da es nichts anders ift, als das Ziel, dem Geh mehr 
und mehr das Verhältnib diefer Quantitäten felbft , . . 
nähert, fo wie das umgeformte Syftem dem Punkte, 
wo es irt das ürfyftera fällt, näher kommt, dab die * '■ 

fern Verhältniife felbft fein Werth durch' das Gefetz' 
der Stetigkeit beftimmt ift, und dab es fo aus dein < 
Zußande der Unbeftimmiheit kommt. 

' V * 

20. Wenn in einer ftreng genauen Gleichung 
unendUch kleine Quantitäten Geh mit andern ver- 
mifcht finden, die es nicht find, und man diefe Glei> 
chung auf 2 Ausdrücke bringen kann , deren V erhält- ' 
nib felbft eine unendlich kleine Quantität ift , fo he. 

Weift die Methode der Unbeßimmten , dafs jeder die- 
fer Ausdrücke für Geh nothwendig o iit. Denn 
wenn man annimmt , dab X -j- F =: o diefe genaue 

F . . ‘ 

Gleichung , und dab eine unendüch kleine Quan- 

tltät fey, Co hebaupte : iftb , dab nothwendig .X* und F 
I. . E 
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jedes für fich genommen =o feyn mülTen. Wir wol- 
len annehmen , X fey nicht o « fo tbeile ich alles 

Y 

- durch X und erhalte t — yr = o ; aber nach der 

Y 

Hypcuhefe ift eine unendlich kleine Grolse; d. h. 
indem, man' das umgefdrmte Syßem dem Urfyßeme 

■ ■ y 

nähert, kann man fo klein machen als man- 

will ; alfo wenn ^X nicht o iß , fo kann man machen, 
dats 1 fo wenig, als man will, von o unterfchieden 
fey, was abfurd iß. Alfo hat man wirklich X=ro, 
eine Gleichung, die, von der nach der Hypotbefe 
eben fo genauen Gleichung X-|- y = o abgezogen, , 
l' = o giebt. Alfo find X und Y jede allein = 0, 
und da Y auch nach der Hypotliefe die Vereinigung 
aller Ausdrücke iß, deren Verhältnifs zu X als un- 
endlich klein angenommen iß, fo folgt, dafs man alle 
V diefe Ausdrücke übergehen kann, um blols die Glei- 
chung X—o ßehen zu laßen. Diefs iß der Grund- 

I ^ 

fatz der Analyfis des Unendlichen, die, wie man 
fieht, nur eine Anwendung der Methode der ünbe- 
ßinnuten iß. 

Da ich den Veränderungen des umgeformten Sy- 
ßeihs folgen wollte, von dem Augenblick, wo ea 
heb von dein > Urfyßeme losreifst , muiste ich auch 
einen Blick auf den Zußand der Unbeßimmtbeit wer- 
fen, in welchem es bleibt, bis feine erßen Gränzen 
. von dem Rechner verändert .find; d. h. bis er ihm 
irgend einen andern beßimmten Zußand angewiefen 
hat. Zur gehörigen Entwickelung der vorigen Bet* 


Digitized by Cooglc 



griffe Avürde freylich mehr Raum gehören. In einem 
andern Werke, das unter dem Titel; , ^ 

Reßexions für la ntetaphyfitjue du calcul inßnitefimal^ 
gedruckt ill, habe ich es zu thun verfucht, das man 
alfo als einen Theil diefes Werkes anfehen kann. Ich 
nehme jetzt den Faden bey (iß) wieder auf. 

Si. Statt, wie ich eben gethan habe, dfen Um 
terfchied jeder der Quantitäten des umgeformten Sy- 
ftems von feiner Gränze zu betrachten, betrachte ich 
jetzt die Differenz von irgend zwey Quantitäten des 
. umgeformten Syffems von einander, und vergleiche 
fie mit der Differenz der diefen Quantitäten entfpre* 
chenden Gränzen. DieCs angenommen: 

Wird der Unterfchied von irgend zwey Quanti- 
täten des umgeformten Syffems in direktem Sinn oder 
blofs direkt genannt werden, wenn, indem manidiefe 
beyden Quantitäten mit den ihnen im Urfyffem ent- 
fprechenden vergleicht, die, die im' umgeformten 
Syffem die grölste iff, während der ganzen Verände- 
rung derjenigen, die im Urfyffem die gröfste war, 
entfpricht , und eben fo die kleinffe des einen , der 
kleiiiffen des andern, ohne dafs eine von beyden auf’ 
gehört hätte endlich , zu feyn, d. h. nicht durch o und 

oder 00 gegangen iff. 

l ' 

Wenn hingegen die, die im Urfyffem die gröfste 
war, im umgeformten die kleinffe geworden ilt, und 
umgekehrt, während dafs diefe beyden veränderlichen 
Quantitäten beyde beßändig endlich geblieben, d. h. 
weder durch o, noch durch m gegangen find, fo 

£ 9 
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•wird ihr Untcrfcliied in iiiverfcin Sinn oder fchlecht- 
^veg invers genannt werden. * 

ln Hinficht der Quantitäten felbft, deren Untcr- 
fchied in direktem Sinne angenommen wird. Tagt 
man, dafs fie gegenfeitig in direkter Ordnung geblie* 
ben find; und wird diel'er Unterfchied invers, oder 
findet fich in inverfem Sinne, fo Tagt man, dafs Ge 
zur inverfen Ordnung übergegangen find. So nennt 
man alfo direkt die Untcrfcliiede der Gröfsen, die 
beftändig in Rückficht auf einander, während der 
Veränderung des Syftemes, in direkter Ordnung blei- 
ben , und invers die Untcrfchicde derer , die zur in- 
verfen Ordnung, in Rücklicht auf einander, durch 
eben diefe Veränderung übergehen, doch ohne dafs 
weder die eine, noch die andere aufgehört hätte end- 
lich zu feyn, d. h. ohne dafs fie durch o oder oo ge- 
gangen fey. ^ 

Aber man mufs nicht vergelTen , dafs, nach den 
vorher gegebenen Begriften, in diefen Definitionen 
nur von wahren Quantitäten die Rede ift, und nicht 
von dem, was ich Werth genannt habe. So können 
die Differenzen, die hier Vorkommen, nur von dem 
üeberfchufs derjenigen Gröfse verftanden werden, die 
an fich die gröfsere ilt über diejenige, die an fich die 
kleinere ift , wobey man ganz von den Zeiten abftra- 
hirt, und folglich find diefe Unterfchiede felbft wahre 
Quantitäten. 

22. Man nehme z. B. einen Triangel ABC, auf 
delTen Grundlinie ßC ans dem entgegengefetzten Win- 
kel A ein Perpendikel AL) gefenkt fey, von dem ich 
aiinehme, dals er zwifchen B und C fällt; >vir wol- 

• 
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len die Grundlinie BC mit ihren beyden AbTchnitten 
BD und CD betrachten , und annehnien , dafs der 
Punkt C fich gegen B bewegt, bis er durch den 
Punkt D gegangen iß. So iß die Grundlinie und der 
Abfchnitt CD alfo veränderlich, AVährend der andere 
Abfchnilt BD befländig iß, 

Ifi diefs angenommen, fo wollen wir als Maafs- 
ßab zur Vergleichung dieUrfigur nehmen, die ans dem 
Triangel ^BC und dem Peq)endikcl.<41.) beßeht, und 
als umgeformles Syßem diefelbe Figur, nachdem der 
Punkt C fich dem Punkte D genähert hat, ohne doch 
bis zu ihm gelangt zu feyn. Dann iß cs deutlich, 
dafs man hier im ürfyßeme wie im umgeformten be- 
ßändig £C =■ BD haben Avird , und noch mehr, dafs 
diefe Quantitäten während der ganzen Veränderung 
endlich geblieben find, alTo find cs von denen, die 
ich in direkter Ordnung genannt habe, und ihr Un« 
terfchied CD iß in direkter Richtung oder direkt. ' 
Nachher wollen wir als umgeformtes Syßem die^ 
felbe Figur nehmen, wenn der Punkt C fchon jen» 
l'eits des Punktes D gegangen iß, lindem uns das Ur- 
fyßem immer als Maafsßab zur Vergleichung dient. 
Es iß deutlich, dafs man dann BD ^ BÜ haben 
^wird. Alfo nach den vorher gegebenen Begrifl'en 
find (liefe beyden Quantitäten zur inverfen Ordnung 
nbergegangen , und ihr Unterfchied CD iß inv ers 
oder in inverfer Richtung, d. h.^ in verkehrter Rich- 
tung von dem , was fie in der Urflgur waren , die 
noch immer als Maafsßab zur Vergleichung angenom- 
men >Wrd. 


Wenn man aifo von zwey Qu'antitSten Tagt, dab 
fie in direkter oder inverfer Ordnung find , öder von 
einer Quantität, daEs ße direkt oder invers iß; fo 
vergleicht man eben dadurch, zum 'wenigften ftilU ’ 
fcbAvdgend, das Syftem, zu dem diefe Quantitäten 
gehören, mit einem andern Syßem, das als Maafsftab 
zur Vergleichung, oder als UrEyrtem angenommen iß, 
ohne daEs es nöthig Eey, dieEs ausdrücklich zu Tagen. 

23. Den erTten Begriß'en gemäls, die Echon 
(fi u. f.) gegeben find, nenne ich correlative Sy- 
ßeme alle die, die man auf daßelbe UrEyfiem be> 
'ziehen kann, d. b. die man als verEdiiedene ZuTtände 
eines und deßelben veränderlichen Syfiems anEehen 
darf, das fich durch unmerkbare Stufen umformt. 

. Zwey Syfleme , um correlativ zu , brauchen 
nicht nothwendig faktifch unter einander verbunden 
zu feyn,. d. b. nicht wirklich die verfchiedenen Um-' 
formungen eines Urfyßems zu feyn; es ift genug, 
wenn fie nur als Eolche betrachtet werden oder eins 
auf das andere durch eine Veränderung zurückgefuhrt 
werden können, die man fich, als durch unmerk- 
bare Stufen wirkend, vorftellen mufs. Die Quanti- 
täten, die fich in den zwey correlativen Syßemen ent- 
fprechen, werden eben fo correlative Quanti- 
täten genannt. 

Sind zwey correlative Syßeme , fo dafs man ge- 
nau auf fie diefelbe Betrachtung anwenden kann, 
oder eine Reihe von Betrachtungen, die durchaus 
ähnlich find, fo Tage ich in Hinficht auf diefelbe Reihe 
von Betrachtungen, daEs fie in direkter Cdlrrela- 
tion ftehen, oder disfekt correlativ find. Dar- 
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äus ' folgt atigenfcheinlich , Avenn das Rcfultat diefer 
Betrachtungen für das eine Syftem eine gewiile For- 
mel ift,, die man nnmittelbar darauf anAvenden kann, 
dafs diefelbe Formel auch auf das andere Syftem un- 
mittelbar anwendbar feyn Avird , d. b. dab , um auf 
diefes die für das erlte gefundene Formel anznAven- 
den, man keine andere Veränderung zu machen habe, 
als ßatt der darin befindlichen Wertbe die entfpro- • 
ebenden Wertbe des andern Syftems zu fetzen, ohne 
irgend eine Veränderung der Zeichen in der Formel, 
Avas dem febon gegebenen Begriffe entfpricht (4). 
Aber wenn die Betrachtungen, die man über die bey- 
den verglichenen Syßeme machen mufs, nicht mehr 
bucbrtäblich diefelben ßnd, fo Tage ich, dafs fie unter 
fich in indirekter eingebildeter oder eom- 
plexer Correlation ßnd, nach den mehr oder min- 
der fichtbaren Modißkationen , die man mit den Zei- 
chen der Formeln, Avelche die Eigenfchaften des 
Urfyßems ausdrücken, vornehmen müls, um ße auf 
das umgeformte Syßem anAvendbar zu machen. 

Z. B. in dem fchon betrachteten Urfyftem (Fig-. 1.) 

' AB C D kann ich diefe Betrachtung anßellen. l^er 
Triangel ABD giebt 

AB*' = BD*’ -f ÄD* 
jnd der Triangel A CD 

Je* = CD* 4 . ÄD* 

Ziehet man diefe Gleichung von der erßen ab , fo 
bleibt 

Jß* — Je* — BÜ* — CD* 

Noch mehr, man hat 

BD z=z BC — (U) 
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CeWt man diefen Wcrtli von bJ) . in die vorige Glei* 
chung, fo erhält man ' 

Je» = aBC . CD . 

t 

Es ift deutlich, dafs diefe Betrachtung ganz und 
AVÖrtlich auf das umgeformte Syßem anwendbar ift, 
fo lange der Punkt D zwifchen 13 und C liegt, alfo 
ift die vorhergehende Formel unmittelbar a^>. alle 
• Fälle anwendbar, fo lange CD in direkter Rich- 
tung ift. 

Aber ift C durch den Punkt D gegangen, fo fin- 
det blofs der erfte Theil der Betrachtung (bis an die 
Worte „noch mehr") ftatt. Der zweyte kann im 
Gegentheil nicht auf den neuen Fall angewandt wer- 
*den, weil man nicht mehr wie vorher C15=BC — BD 
hat; fondem im Gegentheil CD =: BD'^ BC, d. h» 
Aveil CD invers geworden ift. Auch wird die End- 
gleichung für diefen Fall feyn ' 

JB» — Je» = BC» -t- fl BC . C2>, 
die von' der für den erften Fall gefundenen durch das 
Zeichen verfchieden ift, das den letzten Ausdruck 
afheirt, indem es — für den erften Fall, und für , 
den zweyten ift^ 

24- Wir wollen fehen , Avas im Allgemeinen ftatt 
findet, foAA'ohl AAenn in den Formeln, die die Eigen- 
fchaften des Syftems ausdrücken, indirekte Quantitä- 
ten kommen, als auch Avenn die Veränderung des 
Syftems die Einführung einer, oder zAA-eyer inverfer 
Quantitäten erfordert, damit lie ihm immer unmittel- 
bar anAvendbar feyen. 

M, N, feyen irgend zAA'ey Quantitäten des Urfy- 
ftems ; m, n, die entfprechenden Quantitäten des zAvey- 
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ten Syrtems. DieG» angenommen, fo werden' nach 
der Definition, fo lange die beydcn Syfteme direkt 
correlaüv bleiben, m und n genau im zAveyten Syßem 
diefelbe Holle fpielen , wie die ihnen entfprechenden 
M, N, im erden. 

Noch mehr, wenn man z. B. M=-N annimmt 
und auch m=>R hat, fo werden die letztem Quanti- 
täten in direkter Ordnung feyn und ihr Unterfchied 
m— >R in direkter Richtung, d. h. wenn man den 
Unterfchied der beyden erften ili, N, = P nennt, und 
p den Unterfchied der beyden letzten m, n, fo wird 
diefe Quantität p eine direkte Quantität feyn* 

Nun weil JVf=- N werden wir haben 
, P = M — • N, und p = m — « 
oder M = N -t- P, tuid m = n -J- p 
vWir wollen in die Formeln, von denen wir eben 
fpracheii, diefe jedesmaligen Werthe von M und m 
fetzen, fo ift es deutlich, dals diefe Formeln, die 
vor der Umformung ähnlich waren, es auch hernach 
, feyn werden , Aveil anftatt der fich entfprechenden 
Quantitäten M, m, die diefelbe Bolle darin fpielten, 
man darin die Werthe N-fP, « + p, fubftituirt hat, 
die noch diefelben Formen haben. 

Alfo, fo lange nur in der Bechnnitg direkte Quan- 
titäten Vorkommen, Averden'die fich entfprechenden 
Formeln im Urfyfiem und im umgeformten unter fich 
ähnlich bleiben, weil Avirklich die neuen Betrach- 
tungen, die man zu den erfien binzugefügt hat, d. h. 
zu denen, durch die die Formeln gefunden Avurden, 
noch genau diefelben von - beyden Seiten gewefen 
find. 
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Jetzt wollen wir fehen, was eintritc, wenn !n 

I 

die Formel eine inverfe Quantität gebracht werden 
tnuG). 

Angenommen, dafs wir noch immer N, aber 
im Gegentheil haben, d. h. daCs diefe letzten 

in Hinficht auf die erften in inverfer Ordnung find, 
fo wrd ihr Unterfchied nicht mehr wie vorher m— 
fondem n — m feyn, und man wird für diefen Fall > 
auf einer Seite P = iU — N und auf der andern 
p n — m oder M=rN+P, und haben. 

Wir wollen diefe Wcrthe von M und m in die 
fich entfprechenden Formeln fetzen, die bis dahin 
für beyde Syfteme ähnlich waren, fo werden fie auf- 
hören es nach diefer Subftitution zu feyn: denn in 
die eine hat man N-|- P ßatt M gefetzt, ' in die an- 
dere n— >p Itatt m,- es wird alfp zwifchen den neuen 
Formeln der Unterfchied feyn, daC» die Werthe der 
Quantitäten P und p von verfchiedenen Zeichen affi- 
cirt find. Um alfo von den Formeln des Urfyftems 
zu denen des umgeformten Syfiems überzugehen, iß 
«s genug, wie vorher, in den erften für die darin 
befindlichen abfoluten Werthe, die abfoluten ihnen 
entfprechenden Werthe des andern Syltems zu, fetzen, 
und aufserdem noch das Zeichen der Quantität p zu 
ändern, die invers geworden ift. 

. Da man nun diefelbe Betrachtung auf alle andere 
Quantitäten, die gleichfalls invers geworden find, i 
anwenden kann, fo ift es deutlich, dafs man auch 
diefen allg^neinen Grundfatz aufftellen kann. 

25. Um die Formeln irgend eines Sy- 
ftems von Quantitäten auf ein anderes 
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Syftem anwendbar zu machen," das ihm 
* 

indireht correlativ iß, mufs man 

i) die Correlation der abfoluten Werthe 
feftfetzen, indem man für jeden der» 
felben, der zum Urfyrtem gehört, das 
als Mittel der Vergleichung angenom* 
men wird, den abfoluten Werth, der 
< ihm im andern Syfieme entfpricht, 
fetzt;' ‘ 

s) die Correlation der Zeichen aufftellen, 

‘ indem man in den Formeln das Zei» 
chen jeder Quantität, die fich in in- 
verf^ .Richtung im zweyten Syftem 
findet« verändert, und im Gegentheil 
allen andern sdas Zeichen läfst, das 
die ihr entfp rechende im Urfyftem hat. 
Hieraus können wir fchlielsen, dafs die Zeichen 
+ und — wirklich zwey fehr verfchiedene Verrich- 
tungen in der Rechnung haben; erßlich Addition 
oder Subtraktion anzuzeigen; zweytens die fuccelE- 
ven Veränderungen auszudrücken, die in einem ver- 
änderlichen Syßeme eintreten, und die verfchiedenen 
Grade der Conformität, oder Nicht - Conformität zu 
bemerken, die es in den verfchiedenen Zußänden der 
Umformung in Hinlicht auf feinen erßen Zußand be- 
hält. 

Diefe beyden Verrichtungen haben zugleich > 
ßatt, als wechfelfeitige Folgen, und nicht Kraft ver- 
fchiedener Uebereinkunft. Wäre es , wie man oft 

annimmt, Kraft verfchiedener Uebereinkunft, fo mülste 

\ 

man beweifen, dafs diefe Uebereinkünfte nichts mit 
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einander ITnvertrSgliches haben, und dafs ße zu den* 
felben Regeln für die Zufammendellnng der Zeichen 
‘ in algebraifchen Verrichtungen führend Aber weil 
fie, wie man eben gefehen hat, nothAvendige Avech- 
felfeitige Folgen find, fo leucl tet daraus die Identität' 
der abgeleiteten Regeln deutlich hervor. 

s6. Das neue Zeichen, das fo jeder Werth er- 
hält, Avird fein Zeichen der Correlation ge- 
' nannt, und diefe Quantität zufamnien mit ihrem Zei- 
chen der , Correlation genommen, ihr Werth der 
Correlation. So, indem man annimmt, dals P 
der abfolnte Werth von irgend einer der Quantitäten 
des Urfyftems fey, p der abfolute Werth der ihr im 
umgeformten Syßem entfprechenden Quantität, fo 
wird, wenn die letzte Quantität invers ifi, — ihr 
, Zeichen der Correlation, und — p ihr Werth der Cor- 
“■ xelation feyn. 

sy. Weil nach diefen Definitionen das Zeichen 
der Correlation irgend einer Gröfse das ift, Avas fie 
annehmen mufs, wenn man auf das indirekt correla* 
tive Syßem, deßen Theil ße ift, die Formeln des 
Urfyfiems anAvenden Avill, fo folgt deutlich aus dem 
vorher l>eAviefenen Grundfatze, dafs iede Quantität, 
die in dem indirekt correlativen Syßeme direkt bleibt, 
als Zeichen der Correlation hat, und dafs umge> 
kehrt jede Gröfse des indirekt correlativen Syftems, 
wenn fie + als Zeichen der Correlation hat , direkt' 
bleibt. Dafs eben'fo jede Quantität, die in dem in- 
direkt, correlativen Syftera invers Avird, — als Zeichen 
der Correlation hat, und umgekehrt jede Quantität 



77 


d« indirelit rorrelativen Syltems, die — - zum Zeichen 

der Correlation hat, invers wird. 

. f 

Wir wollen z. B. annehmen, wenn a eine he-v^ > 
Bändige, oder allgemeiner eine direkte Quantität, 

«nd «eine veränderliche ift, elntdeckt man, dal's das, 
was «+.T im ürryftcme war» a — x im umgcfounien 
Syfteme wird, ohne dafs fonft eine Quantität weder 
durch 0, noch durch oo gegangen fey. Hier fchliefst' 
man , dafs x invers geworden fey , weil es fein Zei- 
chen verändert hat in einer V’errichtung, wo fonft 
nur Quantitäten find, die nicht ihr Zeichen veräjulert 
haben. Denn nimmt man für das ürfyftem 
fo winl diefe Gleichung für das umgeformte Syfteni , 
nach der Hypothefe « — x=r^; man hat alfo für den' 
erften Fall x=<f — a, und für den zweyten x~a— tj, . 
alfo lind rt und 7 zur inverfen Ordnung üb^igegan- 
gen , alfo ift ihr Unterfchied * invers geworden. Es 
würde eben fo feyn, wenn das, was n — x im Ur-' 
fyftem wäre, n -f* umgeformten würde. 

Eben fo in irgend einer Rechnung, um lieh zn 

~ I* 

verfichern, ob ein veränderliches x direkt bleibt, 
oder invers wird , braucht man blofs zu betrachten, 
was eine Funktion wird, in der x fich mit andern' 
Gröfsen, die alle direkt geblieben find, vci milcht fin- • 
det. Entdeckt man, dafs in diefer Funktion weder 

t 

die veränderliche, noch irgend eine von den andern“ 
ihr Zeichen verändere, fo ift das ein Beweis, dafs 
diefe veränderliche auch direkt geblieben ift. Aber 
findet man, dafs, wenn die andern alle ihr Zeichen 
behalten müffeh, nur die veränderliche es verändern' 
mul's; fo ift diefs «in Beweis* dafs lie' invers >vird;' 
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Verhältnifs zu kennen, diefs Verhältnifs , als Gränze 
oder kls eij-lter und letzter Werth, das Verhältnib der 
Gränzen derfelben Quantitäten haben werde, und 
gerade diefs Verhältnifs der Gränzen oder der Gräuze 
des VerhältnilTes zweyer Quantitäten des umgeformten 
Syftems, nennt man erftes oder letztes VerhältniCs 
derfelben Quantitäten. 

Ift der Zuftard der Umformung des Syftems noch 
nicht beftiramt, und nimmt man den Unterfchied jeder 
Quantität von ihrer Gränze, fo find diefe Unterfchiede 
das, was man unter dem Namen der unendlich klei» , 
nen bezeichnet; d. h. man nennt unendlicj^t klein den 
Unterfchied einer unbeftimmten Quantität von ihrer 
Gränze, weil man wirklich zu gleicher Zeit diefe 
Unterfchiede fo klein machen kann, als man will, 
indem man das umgeformte Syftem, fo viel man will, 
dem Urfyftem nähern und zugleich alle diefe Quan* 
titäten verfchwinden lallen kann, indem- man die An- 
näherung der beyden Syfteme fo weit treibt, bis fie 
in einander fallen, • \ ' 

i 

. Man Geht alfo, dafs die Gränze von jeder dieser 
Quantitäten, die unendlich klein genannt werden, 
Null ift. So kann man Ge alfo beftimmen, indem man 
fagt, man nennt unendlich klein jede Quantität, die 
Null zur Gränze hat. Diefe DeGmtion ift fireng ge- 
nau. Eine unendlich kleine Quantität ift darum nicht 
keine Quantität, fondern eine Quantität, deren Gränze 
Null ift, und diefer einfache Begrift' verbannt alle 
Schwierigkeiten aus den Anfangsgründen der Analyfis 
des Unendlichen. Wir haben oben gefagt, dals das 
letzte Verhältnifs zweyer, veränderlichen Quantitäten 

% 

nichts 
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nrchts anders IR, als das Verhähnifs ihrer Gränzen. 
Dieb fieht man vollkommen ein , fo' lange diefe Gräiv- 
zen nicht 'Null lind, d. h. fo lange diefe verglichenen 
veränderlichen Quantitäten nicht die find', die man 
unendlich klein nennt.' In diefem letzten Fall, da 

das Verhältnifs der Gränzen auf — znrückkommt, 

o 

nimmt das letzte Verhältnifs diefer Quantitäten, wie 
man fieht, eine unbeftimmte Geftalt an. Welches ift 
nun der Werth diefer Unbeftimmten ? Hier liegt der 
Grund der Schwierigkeit der Analyfis des Unendli- 
chen. ■ Aber diefe Schwierigkeit hört fogloich auf, 
wenn man betrachtet, dafs diefem letzten Verhältnifs, 
da es nichts anders ifi, als das Ziel, dem fich mehr 
und mehr das VerhältniQi diefer Quantitäten felbfl: 
nähert, fo wie das umgeformte Syllem dem Punkte, 
wo es irt das Urfyftera fällt, näher kommt, dafs die - 
fem VerhältnüTe felbfl fein Werth durch' das Gefetz 
der Stetigkeit beftinunt ift, und dafs es fo aus dem 
Zuflande der Unbefliranuheit kommt. 

so. Wenn in einer Itreng genauen Gleichung 
unendlich kleine Quantitäten fich mit andern ver- 
mifclu linden, die cs nicht find, und man diefe Glei- 
chung auf 2 Ausdrücke bringen kann, deren Verhält- 
nifs felbfl eine unendlich kleine Quantität ilti fo be. 
Weift die Methode der Unbeftimmten, dafs jeder die- 
fer Ausdrücke für fich nothwendig = o ill. Denn 
wenn man annimmt , dafs X -{- F = o diefe genaue 

' T ' 

Gleichung , und dafs eine unendlich kleine Quan- 



tität fey, fo behaupte ii;b, dafs . nothwendig X und F 
I. . E 
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jedes für ßch genommen =ro feyn muffen. Wir wol- 
len annehmen , X fey nicht o « fo theile ich alles 

Y 

durch X und erhalte i -f- — o ; aber nach der 

Y 

HyptUhefe ift eine unendlich kleine GröCse; d. h. 

indem, man' dks urageformte Syßem dem Urfyfteme 
• - Y 

nähert, kann man fo klein machen als man 

will ; alfo Avepn ^X nicht o iß , fo kann man machen, ^ 
da(s 1 fo wenig, als man Avill, von o unterfchieden 
fey, was ahl'urd iß. Alfo hat man wirklich Xz=:o, 
eine Gleichung, die, von der nach der Hypothefe 
eben fo genauen Gleichung X y =r: o abgezogen, , 
r=o giebt. Alfo find X und Y jede allein =6, 
und da Y auch nach der Hypothefe die Vereinigung 
aller Ausdrücke iß, deren Verhältnifs zu X als un- 
endlich klein angenommen iß, fo folgt, dafs man alle 
diefe Ausdrücke übergehen kann, um blols die Glei- 
chung X = o ßehen zu lallen. Diefs iß der Grund- 
fatz der Analyfis des Unendlichen, die, wie man 
fieht, nur eine AnAvendung der Methode der Ünbe- 
ßimmten iß. . - 

Da ich den Veränderungen des umgeformten Sy- 
ßeihs folgen Avollte, von dem Augenblick, avo es> 
Heb von dein Urfyfteme losreifst , muiste ich auch 
einen Blick auf den Zußand der Unbeßimmtfaelt Aver- 
fen, in Avclchem es bleibt, bis feine erßen Gränzen 
von dem Rechner verändert find ; d. h. bis er ihm 
Irgend einen andern beßimmten Zußand angeAviefen 
hat. Zur gehörigen Entwickelung der vorigen Be,- 
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griffe würde frcylich mehr Raum gehören. In einem 
andern Werke, das unter dem Titel; . ^ 

Reßexions für la metayhyficjue du calcul inßniteßmaly 
gedruckt iß, habe ich es zu thun verfucht, das man 
alfo als einen Theil dicfes Werkes anfehen kann. Ich 
nehme jetzt den Faden bey (i 8 ) wieder auf. 

si. Statt, wie ich eben gethan habe, den Um 
terfchied jeder der Quantitäten des unigeformten Sy- 
ßems von feiner Gränze zu betrachten , betrachte ich 
jetzt die Differenz von irgend zwey Quantitäten des 
umgeformten Syßems von einander, und vergleiche 
fie mit der Differenz der diefen Quantitäten cnifpre* 
chenden Gränzen. DieGs angenommen: 

Wird der Unterfchied von irgend zwey Quanti- 
täten des umgefomiten Syftems in direktem Sinn oder 
blofs direkt genannt werden, wenn, indem man | diefe 
beyden Quantitäten mit den ihnen im Urfyßem ent- 
fprechenden vergleicht, die, die im' umgeformten ^ 
Syftem die gröfste ift, wahrend der ganzen Verände- 
rung derjenigen, die im Urfyßem die gröfste war, 
entfpricht , und eben fo die kleinße des einen , der - 
kleiiißen des andern, ohne dafs eine von beyden auf- 
gehört hätte endlich, zu feyn, d. h. nicht durch o und 

oder 00 gegangen iß. 

I t 

Wenn hingegen die, die im Urfyßem die gröfste 
War, im umgeformten die kleinße geworden iß, und 
umgekehrt, während dafs diefe beyden veränderlichen 
Quantitäten beyde beßändig endlich geblieben , d. h, 
weder durch o, noch durch eo gegangen find, fq 

E « 
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wird ihr Untcrfchied in inverfein Sinn oder l'chlecht- 
Aveg invers genannt "werden, ' 

ln Hinficht der Quantitäten felbft, deren Unter- 
fchied in direhtem Sinne angenommen wird. Tagt 
man, daCs fie gegenfeitig in direkter Ordnung geblie- 
hen find; und wird diel’er Untcrfchied invers, oder 
findet Geh in inverfem Sinne, fo fast man, dafs fie 
zur inverfen Ordnung tibeigcgangen find. So nennt 
man alfo direkt die Unterfcliiede der Gröfsen, die 
beftändig in Ilückficht auf einander, während der 
Veränderung des Syftemes, in direkter Ordnung blei- 
ben , und invers die Unterfchiede derer , die zur in- 

0 ' 

verfen Ordnung, in Rücklicht auf einander, durch 
eben diefe Veränderung übergehen , doch ohne dafs 
weder die eine, noch die andere aufgehört hätte end- 
lich zu feyn, d. h. ohne dafs fie durch o oder oo ge- 
gangen fey. ^ ■ 

Aber man mufs nicht vergelTeu, dafs, nach den 
vorher gegebenen BegrilVen, in diefen Definitionen 
nur von wahren Quantitäten die Rede ift, und nicht 
von dem, was ich Werth genannt habe. So können 
die Dift’erenzen, die hier verkommen, riur von dem 
Uebeifchufs derjenigen Gröfse verftanden werden, die 
an lieh die gröfserc ift über diejenige, die an lieh die 
kleinere ift, wobey man ganz von den Zeiten abftra- 
hirt, und folglich find diefe Unterfchiede felbft wahre 
Quantitäten. 

23 . Man nehme z, B. einen Triangel ABC, auf 
delfen Grundlinie BC aus dem entgegengefetzten Win- 
kel A ein Perpendikel Al) gefenkt fey, von dem ich 
aunebme, dafs er zwifchen B und C fällt; \yir wol- 
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»■ . 

Ich die Grundlinie BC mit ihren beyden Abfchnitten 
£D und CD betrachten , und annebnien , dal's der 
Punkt C fich gegen £ bewegt, bis er durch den 
Punkt D gegangen ift. So ift die Grundlinie und der 
Abfcbnitt CD alfo veränderlich, während der andere 
Abfchnitt £D beftändig ift. 

Ift diefs angenommen , fo wollen wir als Maafs* 
ftab zur Vergleichung dieürfigur nehmen, die ans dem 
Triangel ./4BC und dem Perpendikel befieht, und 
als umgeformtes Syftem diefelbe Figur, nachdem der 
Punkt C fich dem Punkte D genähert hat, ohne doch 
bis zu ihm gelangt zu feyn. Dann ift cs deutlich^ 
dafs man hier im Urfyfteme wie im umgeformten be- 
ftändig £C £D haben Avird , und noch mehr, dafs 
diefe Quantitäten während der ganzen Veränderung 
endlich geblieben find, alfo find cs von denen, die 
ich in direkter Ordnung genannt habe, und ihr Un* 
terfebied CD ift in direkter Richtung oder direkt. ' 

Nachher wollen Avir ab umgeformtes Syftem die^ ' 
felbe Figur nehmen, AA'enn der Punkt C fchon jen- 
feits des Punktes D gegangen ift, lindem uns das ür- 
fyftem immer als Maafsfiab zur Vergleichung dient. 

£s ift deutlich, dafs man dann £D £C haben 
^wird. Alfo nach den vorher gegebenen Begriffen 
find diefe beyden Quantitäten zur inverfen Ordnung 
nbergegangen , und ihr Unterfchied CD ift invers 
oder in inverfer Richtung, d. h._ in verkehrter Rich- 
tung von dem, Avas fie in der Urfigur Avaren, die 
noch immer ab Maafsftab zur Vergleichung angenom- 
men A'V<ird. 


( 
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äus ‘ folgt augenfcheinJich , wenn das Rcfultat diefer 
Betrachtungen für das eine Syftem eine gewiffe For- 
mel die man unmittelbar darauf an wenden kann, 
dafs diefelbe Formel auch auf das andere Syftem un- 
mittelbar anwendbar feyn wird , d. b. dals , um auf 
diefes die für das erfte gefundene Formel anzuwen- 
den, man keine andere Veränderung zu machen habe, 
als ßatt der darin beßndUcben Wertbe die entfprc- 
chenden Wertbe des andern Syftems zu fetzen, ohne 
irgend eine Veränderung der Zeichen in der Formel, 
was dem fchon gegebenen Begrift'c entfpricht (4). 
Aber wenn die Betrachtungen, die man über die bey- 
^en Terglicbeiien Syßeme machen mufs, nicht mehr 
buchßäbUcb diefelben find, fo Tage ich, dalä ße unter 
ßch in indirekter eingebildeter oder com- 
plexer Correlation ßnd, nach den mehr oder min- 
der fichtbaren Modißkationen , die man mit den Zei- 
chen der Formeln, welcdie die Eigenfchaften des 
Urfyßems ausdrücken., vornehmen müfs, um ße auf 
das umgeformte Syßem anwendbar zu machen. 

Z. B. in dem fchon betrachteten Urfyßem (Fig*. 1.) 

' AB CD kann ich diefe Betrachtung anßellen. l^er 
Triangel ABD giebt 

AB^ = BD^ ÄD* 
jnd der Triangel A CD 

ÄZ^ = CD» 4- ÄÜ* 

Ziehet man diefe Gleichung von der erßen ab , fo 
bleibt 

ÄB* — AC^ — BD* — CD» 

Noch mehr, man bat 
BD = BC — CD 
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fetait man diefen Werth von Bl) in die vorige Glei* 
chungt fo erhält man ■ ' 

JC^ = £6» — sBC . CD . 

Es ift deutlich, dafs diefe Betrachtung ganz nnd 
wörtlich auf das umgeformte Syftem anwendbar ift, , 
fo lange der Punkt D zwifchen B und C liegt, alfo 
ift die vorhergehende Formel unmittelbar auf C alle 
. Fälle anwendbar , fo lange CD in direkter Rich- 
tung ift. 

Aber iß C durch den Punkt D gegangen, fo fin- 
det blofs der erfte Theil der Betrachtung (bis an die 
Worte „noch mehr“) ftatt. Der zweyte kann im 
Gegentheil nicht auf den neuen Fall angewandt wer- 
* den, weil man nicht mehr wie vorher CD:=zBC — BD 
hat; fondern im Gegentheil CD = BD“^ BC, d. h» 
Aveil CD invers geAVorden ift. Auch Avird die End- 
gleichung für diefen Fall feyn > ' , 

2B^ — JC^ = BC^ + sBC . CD, 
die von' der für den erften Fall gefundenen durch das 
Zeichen verfchieden ift, das den letzten Ausdruck 
alficirt, indem es — für den erften Fall, und für , 
den zAveyten ift. 

24. Wir Avollcn fehen, Avas im Allgemeinen ftatt 
findet, foAA’ohl AAenn in den Formeln, die die Eigen- 
fchaften des Syftems ausdrücken, indirekte Quantitä- 
ten kommen, als auch Avenn die Veränderung des 
Syftems die Einführung einer, oder zAA'eyer inverfer 
Quantitäten erfordert, damit lie ihm immer uhrrüttel^ 
bar anAvendbar feyen. 

M, N, feyen irgend zAA’ey Quantitäten des Urfy- 
ftems ; rrr, n, die enlfprechenden Quantitäten des zAvey- 
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ten Sj-ßera». Diefo angenommen, fo werden nach 
der Definition, fo lange die beydcn Syfleme direkt 
correlativ bleiben, m nnd n genau im zAveyten Syflem 
diefelbe Rolle fpielen , Avie die ilmen entfprechenden 
JW, N, im erfien. 

Noch mehr, Avenn man z. B. Ms^'N annimmt 
und auch mz=-n hat, fo Averden die letztem Quanti- 
täten in direkter Ordnung feyn und ihr Unterfchied 

f 

m — n 'in direkter Richtung, d. h. Avenn man den 
Unterfchied der beyden erflen N, = P nennt, und 
p den Unterfchied der beyden letzten »2, n, fo AVlrd 
diefe Quantität p eine direkte Quantität feyn* 

Nun weil N werden wir haben 
P = M — N, und p =r m — n 
• oder M = N + P, und m = n + p 
vWir Avollen in die Formeln, von denen Avir eben 
fpracheh, diefe jedesmaligen Werthe von M und m 
fetzen, fo iß ea deutlich, dafs. diefe Formeln, die 
vor der Umformung ähnlich AVaren, es auch bemach 
^ feyn Averden , Aveil anßatt der fich entfprechenden 
Quantitäten M, m, die diefelbe Rolle darin fpielten, 
man darin die Werthe N-j-R, « + P» fubßitnirt hat, 
die noch diefelben Formen haben. , 

Alfo, fo lange nur in der Rechnung direkte Quan- 
titäten Vorkommen, werden die fich entfprechenden 
Formeln im Urfyßem nnd im umgeformten unter fich 
ähnlich bleiben, AVeil Avirklich die neuen Betrach- 
tungen , die man zu den erßen hinzugefügt . hat, d. h. 
zu denen, durch die die Formeln gefunden AAuirden, 
noch genau diefelben von - beyden Seiten gewefen 
find. 
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Jetzt wollen wir fehen, was eintritc, wenn in 
die Formel eine inverfe Quantität gebracht werden 
muls. 

Angenommen, dafs wir noch immer N, aber 
im Gegentheil n=~m haben, d. b. dab diefe letzten 
in Hinßcht auf die erften in inverfer Ordnung find, 
ib wird ihr Unterfchied nicht mehr wie vorher m-— m, 
fondem n — m feyn, und man wird für diefen Fall 

auf einer Seite P ^ M — N und auf der andern 

\ 

p ziz n—nt oder M=N4-J*» und m = haben. 

Wir wollen diefe Werthe von M und m in die 
Cch entfprechenden Formeln fetzen, die bis dahin 
für beyde Syfteme ähnlich waren, fo werden fie auf- 
hören es nach diefer Subftitntion zu feyn: denn in 
die eine hat man N-f P ßatt M gefetzt, ' in die an- 
dere n — p ßatt m; es ^vird alCo zwifchen den neuen 
Formeln der Unterfchied feyn» dab die Werthe der 
Quantitäten P und p von verfchiedenen Zeichen aflfi- 
cirt find. Um alfo von den Formeln des Urfyßeras 
zu denen des umgeformten Syßems überzugehen, iß 
es genug, wie vorher, in den erfien für die darin 
befindlichen abfoluten Werthe, die abfoluten ihnen 
entfprechenden Werthe des andern Syßems zu , fetzen, 
und auberdem noch das Zeichen der Quantität p za 
ändeni, die invers geworden iß. 

Da man nun diefelbe Betrachtung auf alle andere 

t 

Quantitäten, die gleichfalls invers geworden find, < 
anwenden kann, fo iß es deutlich, dab man auch 
diefen allg^neinen Grundbtz aufftellen kann. 

25. Um die Formeln irgend eines Sy> 
ßems von Quantitäten auf ein anderes 
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Syftem anwendbar zu machen," das ihm 
indirekt correlativ ift, mufs man 

1) die Correlation der abfoluten Werthe ’ 
feßfetzen, indem man für jeden der* 
felben, der zum UrTyAem gehört, das 
als Mittel der Vergleichung angenom* 

’ men wird, den abfoluten Werth, der 
' ihm , im andern Syfteme entfpricht, 
fetzt}' . * ‘ 

2) die Correlation der Zeichen aufftellen, 

' indem man in den Formeln das Zei* 

chen jeder Quantität, die fich in in- 
verfer Richtung im zweyten Syftem 
findet, verändert, und im Gegentheil 
allen andern sdas Zeichen läfst, das 
die ihr entfprechende ira Urfyftem hat^ 
Hieraus können wir fchlieCsen , dafs die Zeichen 
+ und — wirklich zwey fehr verfchiedene Verrich- 
tungen in der Rechnung haben; erftlich Addition 
oder Subtraktion anzuzeigen; zweytens die fuccelE- 
ven Veränderungen auszudrücken die in einem ver- 
änderlichen Syßeme eintreten, und die verfchiedenen 
Grade der Conformität, oder Nicht -Conformität zu 
bemerken, die es in den verfchiedenen Zußänden der 
Umformung in Hinficht auf feinen erßen Zußand be- 
hält. 

/ t 

Diefe beyden Verrichtungen haben zugleich • 
ßatt, als wechfelfeitige Folgen, und niebt Kraft ver- 
fchiedener Uebereinkunft. Wäre es, wie man oft 
annimmt, Kraft verfchiedener Uebereinkunft, fo mülste 
man be weifen, dafs diefe Uebereinkünfte nichts mit 

N 

i \ 
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einander Um'ertragliches haben, und dafs ße feu den» 
felben Regeln für die Zurammenftellnng der Zeichen 
’ in algebraifchen Verrichtungen führen! Abey weil 
ße, wie man eben gefehen hat, nothwendige wech- 
feifeitige Folgen find, fo lencl tet daraus die Identität^ 
der abgeleiteten Regeln deutlich hervor. > 

26. Das neue Zeichen , das fo jeder Werth er» 
hält, wird fein Zeichen der Correlation ge- 

' nannt, und diefe Quantität zufammeu mit ihrem Zei» ' 
chen der , Correlation genommen, ihr Werth der 
Correlation. So, indem man annimmt, dals P 
der abfolute Werth von irgend einer der Quantitäten 
des Urfyftems fey , p der abfolute Werth der ihr im 
umgeformten Syftem entfprechenden Quantität, fo 
wird, wenn die letzte Quantität invers ift, — ihr 
, Zeichen der Correlation, und — p ihr Werth der Cor- 
~ relation feyn. 

27. Weil nach diefen Definitionen das Zeichen 
der Correlation irgend einer Gröfse das ift, was fie 
annehmen mufs, wenn man auf das indirekt correla- 
tiye Syftem, deilen Theil fie ift, die Forme^ des 
Urfyftems anwenden will, fo folgt deutlich aus dem 
vorher bewiefenen Grundfatze, dafs jede Quantität, 
die in dem indirekt correlativen Syßeme direkt bleibt, 

als Zeichen der Correlation bat, und dafs umge> 
kehrt jede Gröfse des indirekt correlativen Syfteros, 
wenn fie + aJ* Zeichen der Correlation hat, direkt 
bleibt. Dafs eben'fo jede Quantität, die in dein in* 
direkt, correlativen Syftem invers wird, — als Zeichen 
der Correlation bat, und umgekehrt jede Quantität 
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des indireltt rorrelativen Syltems, die —• zum Zeichen 
der Correlaticn hat, inrers wird. 

Wir Avollen z. B. annehmen, wenn a eine be-s^ ' 
Bändige, oder allgemeiner eine direkte Quantität, 
und X eine veränderliche ift, ^tdcckt man, dafs das,’ 
was a + * im ürfyftcme W'ar, a — x im umgefomuen 
Syfteme wird, ohne dafs fonft eine Quantität wetlci 
durch 0, noch durch oo gegangen fey. Hier rchliefsf 
man, dafs a: invers geworden fey, weil es fein Zei- 
chen verändert hat in einer Verrichtung, wn fonft 
nur Quantitäten find, die nicht ihr Zeichen verändert 
haben. Denn nimmt man für das Uifyftem a-4- v = 7, 
fo winl diefe Gleichung für das umgeformte Syftem . 
nach de«- Hypothefe a — xzrztf; man hat alfo für den' 
erften Fall a = 7 — a, und für den zAveyten x~a~ cjf . 
alfo lind a und 7 zur inverfen Ordnung üb/igegan- 
gen , alfo ift ihr ünterfchied x invers gew orden. Es 
würde eben fo feyn, wenn das, was a — x im Ur-’ 
fyftem wäre, n + .v im umgeformten W'ürde. 

Eben fo in irgend einer Rechnung, um lieh an 

r* 

verfichern, ob ein veränderliches x direkt bleibt, 
oder invers wird , braucht man blofs zu betrachten, 
was eine Funktion wird, in der x lieh mit andern' 
Gröfsen, die alle direkt geblieben find, vcnnifcht fin- 
det. Entdeckt man, dafs in diefer Funktion Aveder 

1 

die A^eränderliche, noch irgend eine von den andern’ 
ihr Zeichen verändere, fo ift das ein Beweis, dafs 

r 

diefe veränderliche auch direkt geblieben ift. Aber 
findet man, dafs, Avenn die andern alle ihr Zeichen 
behalten mülfeh, nur die veränderliche es verändern' 
mulis, fo ift diefs ein Beweis, dafs iie'' invers wird;' 
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denn 'ftellt man diefe Funktion durch X dar, und 
zieht aus diefer Gleichung, nachdem man XzuzQ ge- 
macht hat, den Werth von X als unbekannt, fo hat 
fie für beyde Syfteme diefelbe Form, tvenn fie nicht 
das Zeichen verändert hat, aber hat ße diels, fo mufs 
man, um daHelbe Refultat zu erhalten, es von neuem 
verändern; alfo wird im eiTtcn Fall X direkt geblie- 
ben, im zAveyten X invers geAVorden feyn. 

' ' fig. Im Allgemeinen, um an den Veränderungen, 

, die die Zeichen der Werthe betreffen, Avelche die 
verfchiedenen Quantitäten im umgeformien Syfteme 
annehmen , zu erkennen , ob diefe Quantitäten direkt 
bleiben , oder invers AVerdeu , ift es deutlich nach 
dem Gefagten, dafs man diefelbe' Regel befolgen muls, 
welche die Algebra für die Verbindung der Zeichen 
aufftellt; d. h. dafs die Summe von ZAvey Quantitäten, 
Avovon jede direkt geblieben ift, auch direkt bleibt ; 
dafs die Summe ZAVeyer inverfer ' Quantitäten felbft 
invers ift ; dafs die Summe einer direkten und inver- 
fen Quantität felbft direkt oder invers ift, nachdem 
die erftei;e die gröfsere oder die kleinere von beyden 
ift; dafs das Produkt zAveyer Quantitäten, die beyde ^ 
direkt oder beyde invers lind, immer felbft direkt ift, 
eben fo Avie ihr Quotient, und dafs im Gegentheil, 
nimmt man eine direkte und eine inverfe Quantität, 
foAvohl Produkt als Quotient im^ers find. 

Das kann auch geradezu für jeden einzelnen Fall 
bewiefen Averden. Ich nehme z. B. an, dafs p, cj 
zAvey inverfe Quantitäten feyen, fo ift eine direkte 
Quantität. In der That, nach den Definitionen, AVenn 
man annimmt, 4^f8 p, ^ im Urfyftem P, 9 


/ 
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nmls JP der Unterfcbied M— -N zvreyet Quantitäten 
reyrif von denen die gröbere M im umgeformten 
Syfteme die hleinere wird, d. h. pz=zn — m, indem 
man annimmt, dafs m, n den Quantitäten M, N ent> 
fprechen. Eben fo mufs Q, wenn es M * — im 
Urfyllem ift, n* — m' im umgeformten Syßeme werden» 
indem man annimmt, dafs m', n> den Quantitäten 
entfprechen. Hier mub man alfo beweifen, 
dafs . (n> — m<) oder 

(mm' M«') — (nm' mn') 

«ne direkte Quantität fey. Sie entfpricbt dem Pro» 
dukie (M — N) . (M^ — N') oder (MM'-fNN') — 
(NM' + MN') ; aber da Ms=- N, M' N' , « m, 
fo iil es deutlich, dafs (M— N) . (M' — N') 
und (w — m) . («'— m') Avahre Quantitäten find, alfo 
(MM' + NN') (NM'' 4 - MN') und , 

(mm' -|- M»^) =- (nm' »»'«')• , 

Alfo find die beyden letzten Quantitäten in derfel» 
ben Ordnung im umgeformten Syfteme, wie die ihnen 
im Utfyfteme entfprechenden ; alfo ill ihr Unterfchicd, 
eine direkte Quantität; aber diefer Unterfcbied 
(mm' - 4 * " ''O — («tn^ + mn')~ («— m) . (n' — m')“p9’ •. 
alfo iß eine direkte Quantität, was zu erweifen 
war. 

29. Wenn in ZAvey Syßenien, die mit einem 
Urfyßeme correlatir find, zAvey fich entfprechende 
Quantitäten daßelbe Zeichen der Correlation haben, 
fo fagen Avir, dafs diefe Quantitäten unter fich in di» 
rekter Correlation find, felbß Avenn das Zeichen der 
COrrelation — iß; d. h. Avenn felbß jede .diefer 
Quantitäten ßcb in invetfer Correlation mit der, ihr 
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-im Uriyileme entfprecUenden , befände well * ' wenn 
man,' w*' man immer kann, eines diefer neuen Sy- 
Ibeme als Maai^Hrab zur Vergleichung annimmt, das 
Zeichen der Correlatii.u der Quantitüt, die zu dem 
andern gehört, Avieder Avürde; denn diefe beiden 
fich entfprechenden Quam.*^äten find Avohl, eine witf 
die andere, invers,, in Hinl. 'ht auf das Sjftem, das 
jetzt als Maafsftab zur Vergleichung angenommen ift;. 
aber eine ift in Hinficht auf die andere in direktem' 
Sinn. 

, 50. Wenn ZAvey correlative Syfieme als ein und- 

dalTelbe veränderliche Syßem in zAvey verfchiedenen- 
Lagen betrachtet AVerden , <AA^ie z. B. das Syßem 
der Coordinaten bey einer Curvej indem die corre* 
lativen -Quantitäten dann durch dicfelben Buchßaben 
ausgedrückt find, z. B. die AbfcilTen durch x, und 
die Ordinalen durch y; und fo die erite Forderung 
des ’ vorher ausgedrückten Grundfatzes (25) erfüllt 
ift; fo braucht mau blofs, um für das eine Syftcin 
die Formeln des andern anAvendbar zu machen, die 
ZAVeyte Forderung zu erfüllen, d. h. die Correlation 
der Zeichen aufzuftellen. AIfo: 

r * 

Um auf eirt' Syftem von veränderlichen 
Quantitäten, AVe'nn es zu irgend einer ' 
beftimmten Lage gekommen ift, die 
Formeln .anATcndbar zu machen, die 
für irgend eln'e andere Lage gefunden 
’ find, die indirekt correlativ mit der 
‘andern ift, braucht man nur darin das» 
Zeichen jeder veränderlichen Quanti- 
^ 1" tat zu verändern, die durch die Ver- 
änderung 


•t /» 

DtyiliZ-X* ;?-y CaOO^lc 



i 


■ dl 

änderufTig, des Syftems invers gewor- 
' den ift. • • • ’ ; • " ■ « 

Aber da es gleichgültig für 'das Refultat ift , das 
Zeichen irgend einer Gröfse im Anfänge, in der ‘Mitte, 
oder am Ende zu verändern, fo hann man, vrie man 
auch gewöhnlich zur üebereinlHmmnng und'Einfach- 
heit der Rechnungen thut, für das Syftem, • in allen 
möglichen Stellungen betrachtet, blofs die Formeln 
des Syüeins gebrauchen, das als MaalsHab zur Ver* 
gleichung angenommen ift, und auf das die Betrach- 
tungen gegründet find , wenn man nur bcy der An- 
wendung das Zeichen der Quantitäten ändert*, die in 
jedem Fall (ich in inverfem Sinne finden. .* >- < 

3r. Hat man fo, wie eben gefagt, die Verände- 
rungen der Zeichen gemacht, fo werded die Formchr 
fvir das urngeforinte Syftem palTend, d. h. eben und 
diefelben mit denen, feyn , die man gefunden hätte, 
Avenn man die Betrachtung auf diefes umgefomue 
Syftem felbft gegründet hätte , ftatt fie auf das ' Uit- 
fyftem zu gründen. Alfö noch einmal : ' 

i) In den Formeln, die unmittelbar an- ' ' 
Avendbar auf irgend ein Syftem find, ' 
z e i g c n die Zeichen -f- und — nur'aus- 
führbare Verrichtungen an den abfo- 
luten Quan titäten. an, deren Werthe 
fie afficiren. ’ • . 

s) Es ift keine Veränderung der Zeichen 
^ in jden Formeln des Urfyftems r^orzu- 
- ' nehmen, um fie unmittelbar anAvend- * , 

har auf die Sy ft c me zu machen, ''die 
mit ihm in direkter Correlation Itchen, 

1 . 
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g) Damit die Formeln de$ Urfyftems un- 
mittelbar anwendbar auf irgend ein 
anderes Syßem, werden bönnen, d*as 
^ <ibm ti’ndirekt jcorrelativ iß, fo mufs 
man in den Formeln das Zeichen jeder 
iQuaintität verändern, die im indirekt 
correlatlven S.yftem invers wird. 

3/2.' Man liebt hieraus, dafs, wenn man For- 
meln hat, die auf irgend ein Syftem von Quantitäten 
unmittelbar anwendbar lind, und darin das Zeichen 
einer, oder mehrerer Quantitäten verändert, diefe For- 
•meln dadurch aufhören können auf dadelbe Syfiem 
unmiftelbar anwendbar zu feyn, und dafs, um das 
Syßem-zu finden, für das fie anwendbar geworden 
lind', Wan aus allen , möglichen indirekt correlativen 
Syftenaen dasjenige Tuchen' mufs, auf das die in den 
Zeichen vorgenominenen Veränderungen pallen, und 
fo.palfen, dafe fie nur ausführbare Verrichtungen in 
den -F^rWeln anzeigen. 

E^en fo,- Avenn lUan irgend ein Syftem hat und 
es durch unmerkbare Veränderung umfchall't, fo 
mufs man, um die Formeln zu finden, die ihm in 
feinem neuen Zußandc, unmittelbar anyvendbar lind, 
auf alle mögliche Art die Zeichen der Quantitäten, 
die zur Zufammenfetzung des Urfyftems gehören, ver- 
ändern, und dann bey aller diefer V''eränderung der 
Zeichen -ausforfchen , AVelche die find, die der Um- ‘ 
formung des Syfiems Genüge leiften können, 

• ) 33' Es AVäre möglich, dafs keine Veränderung 

von -f Hl — , mit 'den Quantitäten in den Formeln 
des Urfyftems vorgenommen, der Umformung diefes 
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Syftems Genüge leiTtete, und daCs man einige oder 

alle Zeichen von + in K”— -i oder andere eingebil- 
dete Wurzeln der Einheit verlndern müfste. In die- 
fern Fall Aväre das umgeformte Syftem mit dem erllen 
Weder direkt, noch indirekt correlativ; und folglich 
fanden die vorher aufgeftellten GrundDitze hier nicht 
mehr ihre Anwendung, weil fie nur in der Voraus- 
fetzung aufgeüellt ßnd, dab beyde Syfteme in Corre- 
lation wären, eiiaerley, ob in direkter oder indi- 
rekter. Doch würde das neue Syftem mit dem Ur- 
fyfterae eine Art von Analogie behalten, vort der ich 
weiter unten reden werde, und die ich mit dem 
Namen eingebildete Correlation bezeichnet 
habe. 

34 » Da man alfo, um die Formeln eines ür- 
fyftems auf ein indirekt corfelatives Syftem, in dem ' 
nur eine mverfe Quantität wäre, anwendbar zu ma- 
chen, nothwcndig ihr Zeichen verändern mufs ; fo 
folgt, dafs wechfelfeitig , wenn man diefe invers ge- 
wordene Quantität als unbekannt ,in diefen Formeln 
annimmt, und ihren Werth daraus zieht, das, was 
man durch Auflöfung der Gleichung erhält, nicht der 
gefuchte Werth felbfi, aber wohl diefer Werth mit 
negativem Zeichen fey. Denn da man nicht das Zei- 
chen ;diefer Quantität in den Urformein verändert ^ 

^ hat, fo mufs man es nothwendigerweife im Refultate 
ändern, um diefs Refultat genau, d. h. anwendbar 
auf das umgeformte Syftem zu machen. 

35.' Wenn wir annehmen, dafs man nicht gleich' 
weifs, ob die gefuchte Quantität direkt oder invera 
ift, fo kann mau daraus, dafs ihr Werth negaüv ift, 

F 2 'V 
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Ichiiefsen, d^s fie invers fey, d. h. dafs das Syftem, 
?u dem fie gehört, nur mit dem UrfyrteiA eine indi- , 
rekte Correlation habe, und dafs, um diefs neue Sy-^ 
ßem zu kennen, man bey allen möglichen correlativen 
Syftemen das l’uchen miilfc, dem die Formeln des Ur- 
fyfterus Genüge leilten können, 'Avenn man das Zei- 
chen der als invers ' anerkannten Quanlilät darin ge- 
„^idcrt hat. ^ ^ 

36. Folglich, Avenn, bey der Auflöfung einer Auf- 
gabe, man für die Unbekannte einen negativen Werth 
fände, fo AAÜirde diefs ein BcAveis feyn, dafs die Auf- 
gabe, fo Avie fie aufgeftellt ift , nicht auflösbar fey, 
und dafs, um fie dazn*zu machen, man ihren Aus- 
druck modificiren müffe. Die Aufgabe könnte auch 
nicht genau in Gleichung gefetzt feyn, AA^eil man das 
Syftem anders angenommen hätte, als es fich Avirk- 
lich findet; d. h. AA'eil man ftatt des Syfleins, auf das 
die Betraphtung gegründet feyn' foll, vielleicht ein 
anderes genommen hat, tlas mit dem erftern nur in 
indirekter Correlation Iteht. Um diefe Gleichungen 
zu berichtigen, und das AA'ahre Syftem zu finden, 
auf das fich die Frage bezieht, Aveim fie überhaupt 
auflösbar ift, niufs man in allen Gleichungen, durch 
die man zum gefundenen Belültat gekoTnmen ift, und 
in diefem B.efultate felbft das Zeichen der Unbekann- 

I 

ten ändern , und dann unterlüchen , Avelches das . 
neue' Syftem fey, auf das diefe Gleichungen und diefs 
llefultat unmittelbar anAA endbar Averden. Denn auf 
diefes neue Syftem müfl'cn die Betrachtungen gegrün- 
det feyn, hierauf beziehen fich tüe fo berichtigten 
Gleichungen, und fai^ch ift es ,diefs iSyftem und 
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diefe berichtigten Gleichungen, die die Auflöfiing der 
Aufgabe geben werden. 

Z. B. man foll den Abfchnitt CÜ in dem Dre'yeck 
ABC bilden (Fig. i.), indem man die 3 Seiten als 
bekannt annimmt, und fo, dafs AC=zBC — fAB. 

Da wir noch nicht Aviffen , ob der Punkt C fich 
ZAAdfehen B und D bebndet , oder ob der Punkt D 
zAvifchen B und C feyn foll, fo wollen Avir für’s erft* 
die Rechnung auf diefe letzte Vorausfetzung gründen. 

Wir haben dann (23) 

' = BD* CU*. 

Ferner Aveil Avir annehmen, dafs D zAvifchen B 
und C fo haben Avir auch Bl) zz: BC — DG 

oder BD^ z=z BC* CD^ — 2 . BC . CU. Setzt 
man diefen Werth von BD^ in die obige Gleichung, 
fo erhält man ‘ 

A jB* — A C^ z:iz B C* — aB C . CD, Avas , weil 
— BC:zz:|^B nach derReduktion CDzzz — -^AB, 
d. h. die Rechnung giebt für die Unbekannte - ' 
CU einen negativen Werth. Alfo ift das Problem, ' 
Avenn es überhaupt aubösbar ift, nicht richtig in Glei- 
chung gefetzt, Aveil man die Betrachtungen auf ein 
anderes Syftem, als es Avirklich feyn roufs, gegründet 
hat, d. h. auf ein Syftem, das fich nicht mit den'' 
aufgeftellten Bedingungen vereinigen läfst. Man mufs 
alfo diels Syftem , und die Gleichungen , die uns zum ' ' , 
gefundenen Refultat geführt haben, berichtigen, indem 
man in diefen Gleichungen und im Refultat das Zei- 
chen von CD verändert, und dann unterfucht, aa'^cI- 


ches neue Syftem diefer Veränderung Genüge leiften - 


könne. ^ ' 

^ ^ 

V 
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Nun wird die pleichung, '.die BDpzz BC Ct) 
war, durch diefe Veränderung 

BD = BC + CD, V • 

welche nicht ftatt haben kann, wenn der Punkt C 
fich nicht zwifchen B und D befindet. Diefs ift alfo^ 
das neue Syftem, dem die Veränderung des Zeichens 
von CD Genüge leihet, d. h. das wahre Syftem, auf 
das man die Betrachtung gründen mufs. Wenn man 
alfo auch das Zeichen von CD im Refultate oder der 
Endgleichung, die Avir gefunden haben, 

CD = — ^JB 

verändert , haben Avir als berichtigtes Refultat 
CD zizz -^AB, Alfo das AVahre Syftem, ^|^'den Be- 
dingungen der Aufgabe genug thut , ih das , in dem 
man annimmt, dafs C zwifchen B und D falle, und 
der AA'ahre Werth von CD ift CD ~ -f^AB. Wirk- 
lich findet man auch dielen Werth für CD, Avenn 
man die Rechnung in der letzten Vorausfetzung Avie- 
der anfängt. 

37. Hätte die Gleichung mehrere Wurzeln, theils 
pofitive, theils negative, fo Avürden die erften zeigen, 
dafs die. aufgeftellten Bedingungen Avirklich mit dem 
Syftem von Quantitäten, auf das die Betrachtungen 
gegründet waren , übereinkamen ; und jede von ihnen 
Avürde in der That der aufgegebenen Frage Genüge 
leihen. Im Gegentheil könnten die negativen Wur- 
zeln, da Ge nicht Avirkliche Quantitäten find, nicht 
diefen Bedingimgen Genüge leihen, ohne vorher mo- 
dificirt zu feyn, oder ohne dafs man die Voraus- 
fetzungen, auf die man die Betrachtungen gründete, 
modiheirte. Daher folgt, dafs diefe Wurzeln Geh 



nicht genau auf die in Gleichung gefetzte Frage be- 
ziehen, fondern dafs ße blols andere mit diefer ana- 
loge Fragen anzeigen Können: dafs, um zu finden, 

•welche cliefe andern Fragen find, wenn fie überhaupt 

da find, man das Zeichen der Unbekannten, fovvohl 

/ 

in der Endgleichung, als auch in denen, die laut der 
Rechnung dahin geführt haben, verändern mufs, und. 
dann unterfuchen , welches das neue Syfiem fey, 
oder die neuen Bedingungen, die diefer Veränderung^ 
der Zeichen Genüge leiiten Können. 

Wir wollen' z. B. annehmen, der Gegenftand der 
Aufgabe fey: auf der unbclKmmten geraden Linie 
FO (^Fig. a.) einen- Punkt M zu finden, der gewilen 
Bedingungen entfpräche, man habe ferner auf der 
Linie einen fefien Funkt F genommen, und die Frage 
darauf zurückgebracht, die Entfernung FM, die man 
als unbekannt anfiebt, zu finden, man habe endlich 
für eben diefe Unbekannte, die ich x nenne, zwey 
Werthe gefunden, den einen pofitiv, den andern ne- 
gativ: fo giebt der erfte augenfcheinlich den. gefuch- 

ten Punkt M; aber was bedeutet die andere Wurzel?- 
Um diefs zu entdecken, mufs man bemerken, dafs 
die Frage war, ira Allgemeinen auf der unbeftimraten 

f 

geraden Linie einen Funkt M zu finden, der^ ge willen 
Bedingungen entfpräche, und da(s, da die Frage blofs 
in der Vorausfetzung in Gleichung gefetzt ift, dafs 
der Punkt M rechts vom feilen Punkte F liege, man 
nur theilweife die aufgeftellte Bedingung aiftgedrückt 
hat; denn es ift ja auch möglich, dafs der gefuchte 
Punkt links von F liegt. Nun behaupte ich, dafs der 
gefundene negative Werth gerade der ift, den man- 
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links vom Punkte F auftragen mufs, um diefer srwey- 
ten Vorausfetzung zu entfprechfn, d. h. wenn man 
annimmt, dafs die beyden durch die Gleichung ge- 
gebenen Wurzeln 

X — m und 
‘ X zu — m* 

feyen, fo'hat man als erfte AuflÖFiing der allgemrinen 
Frage, den Punkt M rechts vom Punkte F, wie man 
ilin bey Setzung der Gleichung vorausgefetzt hat, als 
zweyte Auflüfung den Punkt M', den man erhalten 
AAÜrd , Avenn man m‘ links vom Punkte F trägt. N 
In der That, weil Avir, nur durch die Wurzel 
.r zzr m der partiellen Frage enlfprochen haben, avo 
man den Punkt M rechts von F annimmt, fo Avollen 
Avir nun fehen, AA'as man thun mufs, um auch den- 
Fall ZU' bcantAvorten , avo man den gefuchten Funkt 
links von F annimmt. 

Statt alfo für die Unbekannte, Avie vorher, 'die 
Entfernung ' des Punktes F vom gefuchten Funkte zu 
nehmen, fo Avollcn AA'ir nach Belieben einen < andern 
Punkt H, jenfeits des Punktes M' nehmen, den man ^ 
erhalten Avird, AVenn man FJVP zzz m' macht, und 
ferner für die Unbekannte die Entfernung des neuen 
Punktes K vom gefuchten Punkte erAVählen. Diefe 
Unbekannte heifse y, und die Avillkührliche Entfer- 
nung FR heifse h. ^ 

Es ift deutlich, dafs, um den Funkt M zu ha- 
ben , der die fchon oben angeführte Auflöfnng giebt, 
ich nur in der gefundenen Gleichung x zrr m, y — k 
au die Stelle von x, und im Gegcntheil, Avenn ich 
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die Gleichung in y habe, um die Gleichung in * 
AViederznfinden, h-\-x ftatt y zu fetzen habe. , 

Jetzt, um den andern Punkt zu haben, der der 
Frage Genüge leiftei "tvenn fich ein zweyter rechts 
von Kf wie der erfte, findet, beinerke ich, dafs, 
wenn es -wirklich einen giebt , Avie er fich denn auf 
derfelbcn Seite mit M findet, fo mufs die neue Auf- 
gabe, Avie die vorige, die den Punkt M finden follte, 
in Gleichung gefetzt werden, indem die beyden Sy- 
lleme Avirklich in dicfem Fall direkt cowelativ find. 
Alfo mufs diefelbe Gleichung nur zAA^ey Auflöfungen 
geben,'- d. h. die Entfernung des Punktes K A'om 
neuen gefuchten Punkte ift der zAveyte Werth von y,' 

den die Gleichung geben mufs, wo diefe Gröfs^ y als 

' * 

unbekannt angenommen ifi. 

Diefs feftgefetzt, Avenn es nun Avirklich zwey 
Funkte giebt, die der Frage Genüge leiften, fo ift es ‘ ' 
deutlich, dafs der eine rechts, der andere links vom 
Punkte F liegen mufs; denn hätten fie beyde zur 
Rechten gelegen , fo Aväre gar kein Grund gcAvefen, 
AA'arum die in x gefundene Gleichung dem einen den 
Vorzug vor dem andern hätte geben follen; alfo giebt * 
es einen neuen Punkt rechts von K, der der aufge- 
ftellten Frage Genüge Icifte, fo kann er nur zAivifchen 
K und F liegen. Alfo Avenn Avir in diefer neuen 
Gleichung, wie in der erften, die Entfernung diefes 
gefuchten Punktes von F, x nennen , fo hat man, 

t 

Aveil KF — h, y “ h. — x. Alfo um x zu haben, 
mufs man in der in y- gefundenen Gleichung , h — x 
ftatt diefer Quantität y fetzen. Aber, Avie man oben , 
gefehen hat, um den Punkt M zu finden, müfste 
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man k x, fiatt y fetzen. Alfo find die beyden 
Gleichungen, von denen eine die Entfernung von M, 
die andere die Entfernung von M' geben foll, blofs 
durch das Zeichen der Unbekannten unterfchieden. 

/ 

Alfo ilt nur das Zeichen der Unbekannten in der" 
erftem zu ändern, um die andere zu erhalten. Alfo 

die Wurzel, welche die neue Unbekannte giebt, 
genau diefelbe mit der, welche die andere gab, nur 
mit negativem Zeichen ; alfo giebt es in der That 
einen neuen Punkt, der die Frage auflöft, und zwi- 
fchen K und F genau bey’m Punkte M' liegt j Aveil 
nach der Vorausfetzung , um diefen Punkt M‘ zu ha- 
ben, man von F nach'M' die Quantität m* getragen 
hat, welches der Werth war, den die erfte Gleichung 

V 

für X, mit negativem Zeichen gab. 

Man fieht, dafs der Grund, weswegen fich eine 
negative Wurzel für x findet, darin liegt, dafs man 
nur theilweife die Bedingungen der Aufgabe ausge- 
drückt hatte, indem man annahm, wie man fie in 
Gleichung fetzte, dafs der gefuchte Punkt fich rechts 
von F finden muffe. Aber beyde Wurzeln werden 
gleicln pofitiv, wenn man die Hypothefe erAVeitert, in- 
dem man den feften Punkt nach H trägt, und ihr fo 
die nöthige Ausdehnung giebt, damit fie die beyden 
Aüflöfungen umfaffen könne, deren die Frage^fähig iß. 

So entfpricht jede der Wurzeln einer partielleu Frage, 
die man durch eine und diefelbe Gleichung umfaffen 
kann, deren beyde Wurzeln bedeutend find, und 
kein^ Modifikation verlangen. 

38 . Um ein anderes Beyfpiel»zu geben, wollen 
wir annehtneu, dafs die gegebene Gleichung fich auf 



eine Cim'c beziehe, deren Ordinate, als unbekannt 
betrachtet , durch y vorgeßellt fey, und dafs für einen 
geAviffcn beftimmten Werth der AbfcilTe es unter den 
Werthen von y einen oder mehrere negative gebe. 

E« folgt aus dem, tvas C37) gefagt ift , dafs jede 
der pofitiven Wurzeln für y einen Werth giebt, der 

unmittelbar den Bedingungen , durch welche die Na- 

\ 

tur der Curve beftimmt ift. Genüge leißet, eben fo 
wie den Hypothefen, auf welche die Betrachtung 
gebaut iß. Z. B. wenn diefe Betrachtung in der 
Vorausfetzung aufgeßellt iß, dafs die Ordinaten rechts 
von der Axe genommen ‘würden, fo giebt jede pofi- 
tive Wurzel wirklich einen Funkt der Curve rechts 
vön der Axe, aber keine von den negativen Wurzeln 
kann derfelben* Vorausfetzung entfprechen. Nun 
mufs man alfo, um zu erfahren, "tvas diefe negativen 
Wurzeln bedeuten, ihr Zeichen verändern, und dann 
fehen, welche Modifikationen man mit dem Syßem 
vornehmen mufs , auf das die Betrachtung gegründet 
iß , damit die fo geänderte Gleichung ihm Genüge 
leiße, d. h. in dem neuen Syßeme die gegebenen, Be- 
dingungen ausdrücke, durch welche die Natur der 
Curve beßimmt iß. 

Nun behaupte ich , dafs diefs neue Syßem , dem 
die fo modificirte Gleichung entfpricht, nichts an- 
ders, als der Theil der Curve iß, der an der andern 
Seite der Axe liegt, mit Hinficht auf das Urfyßem, 
d. h. mit Hinficht auf den Theil der Curve, auf 
den die Betrachtung gegründet und die Gleichung ge- 
funden iß. 
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'Denn indem man y ab unbekannt nimmt', ( fo 
kann man eben fo wie vorher be weifen , dafs , wenn 
jede pofiti^e Wurzel von y einen Punkt zur Rechten 
von der Axe der Abfcilfen bedeutet, jede negative 
Wurzel einen Punkt auf der andern Seite bedeuten 
mulä; woraus man fieht, dafs bey derfelben Gurr e 
die Arme, die an den zwey verfchiedenen Seiten 
irgend einer Axe liegen, zwey indirekt correlative 
Syfteme bilden. 

39. Aus ähnlichen Beyfp^elen, die freylich häuSg 
genug find, glaubte man allgemein fchliefsen zu kön- 
nen, dafs in der Geometrie die negativen Wurzeln 
immer wirkliche Quantitäten bedeuteten, die nur in 
entgegengefetzter Richtung von den poßiivcn Wurzeln 
genommen wären. Aber diefer Schlufs fcheint vielen 
Einfehränkungen unterworfen zu feyn; denn wenn das 
negative Zeichen, das die Wurzeln aflicirt, wie man 
vorher gefehen hat, daher kommen kann, , dafs die 
vorgelegte Frage unverträgliche Bedingungen in fich 
fafst, oder dafs man die Betrachtungen auf Hypothe- 
fen, die mit diefen Bedingungen unverträglich find, 
gegründet hat; fo kann es auch daher kommen, dafs ^ 
die algebraifchen Umformungen nichts bedeutende 
Wurzeln mit pofitiven amalgamirt haben, welches die 
einzigen find, die wirlijich und ganz die Frage auf- 
löfen; auch ilf es leicht, durch viele Beyfpiele dar- 
zuthun, 

1) dafs fich oft negative Wurzeln finden, die durch- 
aus nichts bedeuten; 

c) dafs felbft, wenn fie bedeutend find, fie nicht 
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immer in entgegeiigefetzter Richbmg genommen 
■werden müilen. 

So zum Beyfpiel iA es deutlich, dafs ein Cirkel 
nicht zwey Halbmeffer haben kann; wenn man aber 
die drey Seilen eines Dreyecks n, b, c nennt, und 
dann den Halbmeffer des umfchriebenen Cirkels fncht, 
To erhält man 


, ^ -h (c a* b^ C 

was für Ä zAvey Werthe giebt, den einen poüiiv, 
den andern negativ, wenn man der Wurzelgröfse das 
doppelte Zeichen giebt. Aber ein Ciikel mit nega- 
tivem Halbmeffer iA ungereimt, alfo bedeutet die 
zweyte Wurzel nichts. 

Als zweytes Beyfpiel wollen wir folgende Frage 
aufAellen; Wenn zwey Punkte yl, li auf der Periphe- 
rie eines Cirkels gegeben lind, auf diefer Peripherie 
einen dritten Punkt K zu finden, deffen jedesmabgc 
Entfernungen .dii. Bii von [den zweyen Punkten A> 
und B in [gegebenen Verhältniffen find. {Fig, 5,). 
Ich nehme BK als unbekannte au 

. ^ * 


Das gegebene Verhältnifs 


AK 

BK 


a. 


/ 


Die gegebene gerade Linie AB ~ b. 

Den bekannten Winkel AHB “ K. 

I 

Nach den bekannten Eigenfchaften der Drcyecke 
werden wir AB^ =AK* -J- BK^ — ß . AK. BK. cof AKB 
haben, Avo, Aveil AK “ n .BK - , 

b^ z= n*.t* -f- .V® ßav* cof k liieraus zieht man 
b 
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Hier find nun zwey 'algeLraifclie Auflöfungen, 
d. h. zAvey Wurzeln, die eine pofiliv, die andere 
negativ ; über den Gebrauch der erften kann gar keine 
Ungewifsheit ftatt finden, aber Avas bedeutet die ne- 
gative Wurzel? Soll man vielleicht vom Punkte B, 
mit dem abfoluten Werth , der für x gefunden ift, 
einen Bogen Hli befchreiben, und werden die Punkte 
K und R die zAvey Auflöfungen geben? Aber das 
ift nicht der Fall, denn man lieht leicht ein, dafs, 
.wenn man zum jBeyfpiel AK zzz 3 . BK annehme, 
d. h. a ==r 3, K und R nicht zugleich beyde diefe 
Bedingungen erfüllen können; und noch mehr, dafs 
BK und BR lieh nicht in ehtgegengefetzter Richtung 
finden würden, Avie man annimmt, dafs es feyn foll. 

' Aber von der andern Seite kann diefe zAveyte Wurzel • 
nicht falfch feyn, Aveil fie ftrenge aus einer genau 
geftellten Gleichung abgeleitet ift, alfo ift fie blofs 
unbedeutend. 

Noch mehr, die Aufgabe hat in der That zAvey 
Avirkliche Aufiöfungen, aber die oben gefundene ne- 
gative Wurzel bezieht fich auf keine von beyden, und 
um die zAveyte zu finden, mufs man die Aufgabe in ' 
Gleichung fetzen, indem man von einer neuen Hy- 
pothefe ausgeht. 

Wir nehmen an,» dafs der Punkt 11 auf dem 
Tbeile AKB des Umkreifes Aväre, und die gefundene 
AuflÖfung pafst zu diefer Hypothefe. Aber man hat 
gar keinen Grund anzunehmen, dafs der gefuchte 
Punkt eher auf diefem, als auf dem andern Tbeile 
liege. Wir Avollen jetzt annchmen, dafs der gefuchte 
Punkt in K* liege. Da nun der Winkel AK^B das 
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Supplement des ^gegebenen Winkels i Ift, fo hat 
man cof AK*B — — cofk und folglich "wird die ge- 
fundene Gleichung für den gegenwärtigen Fall 

, - 

* jb T~ (l + za . coj a) 

Eine Gleichung, in welcher die zweyte Wurzel, nach* 
den vorher gegebenen Gründen, blofs algebrailch und 
unbedeutend ift. , 

1 . . :i 

Die beyden wirklichen Auflöfungen der Auf- 

* f — 

gäbe lailen Geb, wie man lieht, in diefe Formel ver- 
einigen ’ > 

— & 

^ T' (l + J+l Za . coJ k) ' . ■ 

die weder”die eine, noch die andere der vorher ge- 
fundenen Gleichungen ift. 

40. Wir haben eben gefehen, dafs , Avenn eine 
Gleichung zwey Wurzeln hat, beyde deswegen nicht 
zwey Avirkliche Auflöfungen für die Frage geben. 
DalTelbe Beyfpiel foll uns dienen, zu beweifen, dafa, 
wenn gleich eine Aufgabe zwey Avirkliche Auflöfun- 
gen zuläfst, man nicht daraus folgern kann, dafs die 
Endgleichnng zAACy Wurzeln habe, aber dafs man 
jede für Geh durch eine Gleichung des elften Grades 
finden kann. Diefs hängt von einer paffenden Wahl 
der Unbekannten ab. ‘ ^ ‘ 

r 

Wir Avollen den Perpendikel KD auf AB fenken, 

* jjYj 

als Unbekannte annehmen, und diefs Vcrhältnifs r 

i HD ‘ 

nennen. Das Dreyeck AKB giebt uns 
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I . 

•wenn man eine glückliche Wahl der Unbekannten 
trid't, denn wir -werden fehen, dafs durch eine Glei» 
chnng des zweyten Grades man oft die Autlöfung 
einer Frage erhält» die 4» 8 > felhft 16 vcrfchiedeiie- 
•wirkliche Auflöfungen hat. 

41. Ich fchliefse hieraus, dafs man nie genau 

von der Zahl der -wirklichen Anflöfunijen einer Auf- 

‘ . ^ 
gäbe aus der Zahl der algebraifchen politiven und 

negativen Wurzeln der Gleichung urtheilen kann, 

felbft wenn man ganz von den eingebildeten Wurzeln 

ablieht; dafs die Zahl der algebraifchen pölitiven und . 

♦ 

negativen Wurzeln gröfser feyn kann, als die Zahl 
der wirklichen Aullüfiingen, weil die verfchiedenen 
Umformungen, die man mit der Gleichung vorneh- 
men müfste, um fie rational zu machen, die bedeu- 
tungslofen Wurzeln mit den wirklichen haben yer- 
fchmelzen können; und dafs die Zahl der wirklichen , 
Aullöfungen auch gröfser feyn kann , als die der alge- 
braifchen Wurzeln, A-yeil die Gleichung fich in meh- 
rere rationale Faktoren auflöfen liefs , von denen ei- 
nige fich nicht mehr in der Endgleichung finden. ' 

Alfo ift die Regel, die negativen Wurzeln in die ent- 

« 

gegengefetzte Richtung von den politiven zu tragen, ' 
zum wenigfien fehr unbeftimmt. Aber noch mehr, 1 
wir werden fehen, dafs fie falfch ift, und dafs felbft, 

•wenn die negativen Wurzeln wirkliche Anfiöfungen 
aiizeigen, fie doch nicht immer in entgegengefetzter ' 
Richtung von den pofitiven Wurzeln genommen Aver- 
den mülfen. ' 

42. Die Aufgabe fey: Avenn eine Seltne RG Avill- ■• ,, 
kührlich in einem gegebenen Cirkel gezogen ift 

G 
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(^Fig. 4.). Durch den Punkt A, wo der Bogen BAG'. 
von einem aus der Mitte von BC errichteten Per- 
pendikel gefchnitten wird, eine neue Sehne 
au führen, dafs der Theil SK, Avelcher zwifchen 
der gegebenen Linie BC und dem Endp#mkte K der 
Sehne AK liegt, einer gegebenen Linie gleich fey. . 

Ich nehme ylH als Unbekannte an = z. 

Die gegebene Sehne BC =0. 

Die gegebene Linie HK z=b. 

Den bekannten Perpendikel AF — c. 

Durch die Eigenfchaft der Sehnen, die fich in' 
einem Cirkel fchneiden , hat man 
, HK.AH oder bz = M/CH=(W'-[- Fli).(BF~~FH) _ 
= BF^ — FH^ = I a» — FH^. ' 

Aber das rechtwinklichte Dreyeck AFH giebt 
FH^ = ÄH^ — ÄF^ = — c* 

fetzt man diefen Werth von FH^ in die vorige Glei- 
chung,' fo erhält man 

, bz — — z* -f- c®, woraus man erhält 

j+ + 

was man finden Tollte. 

Von diefen beyden Wurzeln, wovon die eine 
pofitiv, die andere negativ ifi, entfprieht die erfte 
unmittelbar der aufgellellten Frage, und der Hypo- 
thefe, auf welche die Betrachtung gegründet ilt ; 
nämlich da& KH auf der Fläche des Cirkels liegt; 
die zweyte entfprieht der Hypothefe , wo II außer- 
halb BC auf ihre Verlängerung in H* fällt. Da die 
, Bedingung nämlich blofs iß, dafs der Theil zAvifchen 
BC und dem Umkreife = i fey,' fo kann man ihn 
auch außerhalb , zwifchen K'. und H* , eben fo gut 
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Avie imvendig zwifcheji K und H nehmen. Das ift 
alfo die zAveyte Avirhliche Auflöfung, Avelche die ne- 
gative Wurzel anzeigt. Nun find aber AH und i/lH* 
nicht in entgegengefetzter Richtung. ^ Alfo , Avie ich 
vorher gefagt habe, die negativen Wurzeln, felbft 
Avenn fie Avirldiche Auflöfungen ausdrücken , finden 
fich nicht immer in entgegengefetzter Richtung \mn 
den poliliven. _ 

Diefe Auflöfung beitätigt, Avas ich vorher gefagt 
habe, nämlich dafs durch eine palTende Wahl der 
Unbekannten man eine Endgleichung erhalten kann, 
die von geringerem Grade ift, als die Zahl der Auf- 
löfungen, deren die Aufgabe fähig ift; denn im ge- 
genwärtigen Fall, obgleich die ^Gleichung nur zum 
zAveyten Grade fteigt, hat die Aufgabe wirklich vier 
Auflöfungen, die ZAvey nämlich < die man rechts vom 
Punkte F gefunden hat, und ZAVey ähnliche j die links 
liegen* Es ift gar kein Grund da* indem die Figur 
fymmetrlfch ifti warum die Punkte H, II‘ eher zur 
Rechten als zur Linken von F fallen follten. 

Auch Avurde es leicht feyn, diefe AÜer Auflöfun- 
gen durch eine und diefelbe Gleichung vom AÜerten 
Grade zu erhalten * Avenn man eine ändere Unbe- 
kannte* Zi B. FH annimmt — y- So giebt uns das 
IrechtAvinklichte Dreyeck AFH 

FTF AH^ ■ — AF^ oder y* ^ — * c* 

oder y “ +. T~ oder 

eine Gleichung, die die A'ifir gefuchten Auflöfungen 
giebt* indem die poütiven ^Wurzeln Fli und E//' 

G 2 - 

/ ' ' V 
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lOO 

anj|eleen, die negativen aber dierdben Quantitäten m 

ent^gengefetzter Richtung genommen. 

* 43. ^Aus allem, was gefagt id, ndit man, dafs 
die gewöhnlich gegebene Regel für den Gebrauch der 
negativen Wurzeln in der Geometrie nicht genau ift. 
Sie ift es nur, wie ich es oben bewiefen habe (37), 
für einen fchr allgenieinen Fall (vorausgefetzt, wie 
man {6i) leben Avird, dafs keine eingebildeten unter 
diefen Wurzeln lind),, den nämlich, avo die Fra^ 
Avie im Fall darauf, zu rückkommt, den Theil FH 
einer gerad eh Linie BC zu finden, deren Lage be- 
rnAimt ift, indem man von einem gegebenen Punkte F 
ausgeht; denn dan^Averden die pofitiven Wurzeln 
nach der Richtung FH getragen, der Hypothefe ge- 
mäfs, auf Avdehe die Betrachtung gegründet ift; und 
die negativen Wurzeln nach der andern Seite. Diefs 
macht auch, dafs hey den Curven, deren Gleichung 
das Terhidtnifs der Abfcill'e zur Ordinate ausdrückt, 
welche beyderfeitig zAveyen gegebenen Axen parallel 
lind, diefe Gleichung irpmer zu dem Grade fteigt, 
der durch die Zahl der Durchfchniltspunkte der 
Curve mit jeder AbfcilTe oder jeder Ordinate beftimint 
ift. Aber *das AVÜrde nicht fo ftalt finden, und die 
Gleichung AVtirde bald auf einen hohem, bald auf 
einen niedrigem Grad kommen, wenn man das Syftem 
der Coordinaten veränderte, indem man aufliörtc fie 
beyderfeitig parallel mit ZAvey gegebenen Axen zu 
nehmen. Denn Avenn man z. B, hey einem Kegel, 
fchnitt die zAvey rndii vectores als Coordinaten an- 
nehme, fo ift die Gleichung me vom erften Grade, 
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und fie fteigt zum vierten, "wenn ftatt der Brenn- 
punkte man z. B. den Scheitel der Curve nimmt. 

Was (37) für die gerade Linie bewiefen ill, iß 
fichtbar auf den Umkreis eines Cirkels uiVl auf jede 
andere Curve anwendbar. Wenn die Gleichung, Avel- 
qhe die Auflöfung einer Aufgabe giebt, einen nega« 
tiven Bogen zur Wurzel hat, fo mufs diefer Bogen 
pofitiv auf der entgegengefetzten Seite eenomrnen 
Averden, Avenn fonft keine eingebildete Grüfsen in 
diefer Wurzel find. ^ 

44. Daraus, dafs die Regel, die man gCAVohn- 
lich für den Gebrauch der negativen Wurzeln dn der 
Geometrie auffiellt, Ausnahmen leidet, folgt durch- 
aus nicht, dafs diefe Wurzeln als unnütz verAVorfen 
werden mülTen. Denn gleich im Anfang habe ich . 
beAviefen ( 37 ), dafs die Regel Ihre AiiAA'endung fin- 
det, Avenn die Frage darauf zurückgebracht iß, die 
Entfernung eines gefuchten Punktes von einem an- 
dern gegebenen ‘‘Punkte, der auf einer gegebenen Li- 
nie iß, zu finden, AA'enn nur die Endgleichnng keine 
eingebildete Gröfsen enthält; und es iß eliön fo evi- 
dent, dafs dalfelbe immer ftatt hat, fo oft die Frage ' 
darauf zurückkommt, die Entfernung eines gefuchten 
Ppnktes von Axen oder fonßigen feften Ebenen zu 
ßnden, welches der gewühnlichfte Fall iß. Noch 
mehr, obgleich die negativen und eingebildeten Wur- 
zeln nur algebraifche Formen find, an fich unbedeu- 
tend , fo haben Avir doch gefehen, dafs fie durch ihre 
Umformungen zu Avirklichen Ilefultaten führen kön- 
nen, und dabey bemerkt, dafs eben im Gebrauch 
diefer algebraifchen Formeti in diefer Beziehung die 
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Natur der Analyfis und ihr Vortheil vor der Syhthefis 
belteht. Alles diefs ift der falfchen An^venduhg, die 
man davon bey Aqilöfung einiger befondern Fragen 
der Geometrie machen könnte, vollkommen fremd. 
Doch zurück auf unfere allgemeine Unterfuchung. 
j 45* Wir haben gefehen (37) , Avie es möglich 
ill, dafs eine und diefelbe Formel unmittelbar und 
ohne alle Modifikation zwey verfthiedenen Fragen 
entfpreche, die anders abgehandelt zAvey befondere Auf- 
löfungen erfordert hätten. Eine und diefelbe Formel 
kann eben fo drey und mehr Fragen enthalten, und 
man könnte fragen, Avie, Avenn man die befondere 
Formel hätte, die jeder Frage eigen Aväre, man, die 
allgemeine finden könne, die fie alle umfafste, d. h. 
die auf jede von ihnen unmittelbar und ohne Modifi- 
kationen anAvendbar Aväre. Man kann durch verfchie- 
dene Mittel dazu kommen, und auf allgemeine Art 
Avürde man es erhalten, Avenn man immer diefe ver- 
fchiedenen partikulären Formeln auf ihren gemein- 
fchaftlichen Urfprung beziehen , d. h. Avenn man aus 
diefen Formeln die Avechfclfeitig inverfen Quantitäten 
verbannen könnte, die Tie nicht zufammen palTend 
machen, indem man an ihre Stelle die direkten Quan- 
titäten fetzte, deren Dill'erenzen lie find (24). 

In der That, AA'eil die inverfe Quantität p (24) 
nur durch die Subftitutiön Amn n — p ftatt m ins Sy- 
ftem gebracht ift, fo ift es deutlich, dals man auf 
die elfte Ordnung kommt fd. h. auf die Formel, die 
nicht inverfe Quantitäten ertheilt, und die folglich 
auf beyde Syfteme aiiAVcndbar AVar), Avenn man n — m 
ftatt p fetzt, und Avenn man dalTelbe für alle andere! 
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Quantitäten thut, die 'wechfelfeitig invers sAvifchen ’ 
den beyden Syftemen find, fo wird die Formel un- 
mittelbar auf jedes von ihnen anAvendbar, ohne irgend 
eine Veränderung der Zeichen, und Avird folglich di 0 ' 
allgemeine Formel feyn. ■. 

Z. B. im Dreyeck ABCD (Fig. i.), das fchon 
oben angeführt ift, bat man als Urfyftem, d. h. Averai ^ 

D zAvifchen B und C fällt, 

ÄB^ — = IC* — 2 . B^ . CD, 

und als umgeformtes Syltem, d. Avenn C zAA’ifchen 
B und D fällt, 

ÄB^ — = BC^ + 2 . BC . CD. ; 

Diefe beyden Formeln find unterfchieden, Aveil im 
letzten Falle CD invers ift, indem man GDzzzBD — BC 
hat , ftatt dafs man im crfteii im Gegentheil 
CD := BC — CD hatte. Aber Avill man eine For- 
mel finden , die unmittelbar auAVendbar auf beyde 
Syfteme fey, fo braucht man nur die inverfe Quan- 
tität CD herauszufchaß'en , indem man ihren Werth 
in direkten Quantitäten unteiTchiebt, der für das 
zAVeyte Syftem, z. B. Avie man eben gefehen hat, 

ÜD — BD^~ pC ift; ' • 

woraus man 

Zß* — ÄC^ z=i 2 ,¥C . HD — hC^ - - , 

. erhält , eine Gleichung , die ftatt hat , mag der Punkt 
C ZAvifchen B und D, oder der Punl.t D za> liehen 
B und C fallen. 

Aber Avenn der Punkt C, nachdem pr zAvifchen 
B und D gekommen ift, feinen Weg fortfetzte, und 
über den Punkt B hinansginge, fo könnte lieh die 
Formel verändern, AA'eil Avir die aufgeftellte Delini; 
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tion C24) verlalTen Avürclen, die annimmt, dafs die 
Quantiiäten M, N immer endlich bleiben, d. h. nicht, 
••während der ganzen Veränderung des Syltems, durch 
o oder durch 00 gehen. Nun geht aber hierüC durch o 
in dem Augenblicke, wie C in £ fällt. Diele Formel 
■wird lieh in der That andern, denn wenn wir als 
Maafäftab zur Vergleichung diefs Syftem nehmen, 
■wenn C zwifchen B und V ift, fo hat man für daf- 
felbe Syftem 

> ■ BCz=z SD ~ CD 
ßatt dafs, nachdem C jenfeits B gegangen ift, man 
im Gegentheil_ 

hC~ CD ~ FD hat. 

Alfo ift invers, alfo mufs man -^BC an die 
Stelle von BC fetzen, um die vorhergehende Formel 
unmittelbar auf den letzten Fall anwendbar zu ma- 
chen, Alfo wird die Formel 

— JB^ = BC^ + 2 B^. BD. 

Eben fo fey AMBM' (Fig. 5.) eine Cul;ve auf 
die Axe yiß bezogen; wir haben gefehen , daft-dfie 
Arme AMB,AM*B, die au den beyden Seiten der 
Axe 'liegen, zrvey indirekt correlative Syfteme bilden, 
in welchen die fich entfprechenden Ordinaten FM, 
FAB in Rücklicht auf einander invers find, und in 
der T.hat, wenn man auf der Verlängerung von 
MM‘ willkührlich einen feften Punkt K annimmt, ^fo 
erhält man .■ 

FM — KAI — TH\ 
und im Gcgenthcil , 

iWl—ini—KWl': 

aber follen diefe Avechfelfeitig inverfen Quantitäten 


y 
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verfchwiiulen , um eine Gleichung zu erhalten, die 
die beyden Punhte M, M‘ ohne Veränderung der Zei- 
chen giebt, fo braucht man nur, Avenn man 
. : FWI — y 

KNI — z. ' , 

die Beftiindige HF n nimmt, 
hl die Gleichung für den Punkt M auf die Axe jiB 
bezogen, z- — a ftatt y zu fetzen. Die Gleichung in z 
AVird dann ohne irgend eine Veränderung der Zeichen 
foAVohl dem Punkte M> als dem Punkte M gehören. ' 

46. Weil die Formeln, die zAvey indirekt cor- 
relativen Syftemen eigen find , fich nur durch die Zei- 
chen der Quantitäten, aus denen diefe Syfieme be- 
ftehen, unterfcheiden , fo folgt, dafs, Avenn diefe For- 
meln nur diefe QuantUäten felbft zum Quadrat erho- 
ben enthalten , die dem einen eigenen Formeln un- 
mittelbar auf das andere anAi endbar find; man braucht 
nur das Zeichen der Quantitäten, die in diefem invers^ 
find, zu verändern, aber die Veränderung des Zei- 
chens der einfachen Gröfse verändert nicht das Zei- 
chen ihres Quadrats. Die Formel bleibt alfo diefelbe, 
d. h. fie ift fo gut auf das umgeformte als auf das 
Urfyftem unmittelbar anAvendbar. So gehört die Glei- . 
chung 

BD* — ÜD^ 

dem vorher betrachteten Dreyeck, es mag nun D 
zATifchen B und C, oder C zAvifchen B und D, oder 
endlich B zAvifchen C und D fallen. 

47. Endlich jede Formel des Urfyftems , die nur 
zAvey Ausdrücke hat, ift auch auf jedes der Syfieme 
anwendbar, die ihm direkt oder indirekt correlativ 
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find. In der That, Avenn fie es nicht AvSre, müfste 
man, nm He dahin zu bringen, das Zeichen der 
Quantitäten, die invers würden, r^erändern; aber die 
Formel Avürde fich deswegen nicht verändern, Aveil, 
Avenn einer der Ausdrücke negativ Avird , der andere 
es auch AA^erden mufs; denn ein pofitiver Werth kann 
nie einem negativen gleich feyn. 

Z. B. Avenn zAvey gerade Linien jiD, BC fich 
in einem Cirkel im Punkte K fchneiden (Fi^-. 6.), fo 

J 

hat man, Avie man AVeifs, die Gleichung 

Jk . ITK = Th . CK, 

AA'elche immer zAvey Ausdrücke hat. 

Wir Avollen jetzt annehmen, 'dafs das Syftem 
durch unmerkliche Grade fich fo verändere, dafs der 
Durchfchnittspunkt K aufserhalb der Fläche des Cir- 
kels komme, und auf die Art das Syftem fo AVcrde, 
Avie es (Fi^. 7 .) vorgeftellt ift; dann hat man eben 
fo im umgeformten Syftem 

2Ji . DK = bT{ . Ck. 

Dennoch ift ‘CK invers geAVOrdeq, denn im er- 
ften Syftem hat man 

(IK =z Cb — BK 
und im zAveyten im Gegentheil 

' Ch = BK — CB, 

folglich mufs CK das Zeichen Avechfeln. Da aber 
von der andern Seite DK auch invers Avird, AVeil 
man im erften Fall 

DK z=z M) — ÄR 

und im zAveyten 

DK = ÄJi — ÄD 

hat; fo folgt, dafs DK auch das Zeichen Avechfeln 
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xnijrs, und dafs folglich idie Endgleidiung diefelbe 
feyn mufs , wie damals, da der Durchfchniltspunkt K 
innerhalb des Cirkels war. 

48. Nach dem, was ( 24 ) gefagt ift, um zu be- 
urtheilen, ob eine Quantität AVährend der Verände- 
rung des Syftems direkt bleibt, oder invers Avird, 
mülTen die beyden Quantitäten M, N, deren Diffe- 
renz fie ift, AVährend diefer Veränderung endlich blei- 
ben, d. h. Aveder durch o noch durch oc gehen. 

Wir lAVollen M=- N annehmen, und es fey 
JVT — N zir P; Avir Avollen ferner uns vorftellen, dals 
das Syftem fich A^eränderc, ohne dafs M oder N 
durch o oder durch oc gehen, und dafs M, m Averde ; 
N, n; P, p, indem AVir nur immer die abfoluten 
Werthe diefer Quantitäten betrachten, 

Noch mehr, Avir Avollen annehmen, dafs für diefe 
Veränderung, M und N-, die erftere durch Abnehmen, 
die andere durch Wachfen angefangen haben, fich 
eine der andern zu nähern bis zum G lei chAA' erden, 

I 

dafs folglich ihr Unterfchied Pz:^o; dafs nachher, 
indem diefe beyden Quantitäten fortfahren, die erfte 
abzunehmen, die andere zu AA^achfcn, diefe letzte, 
Avenn fie n gcAvorden ift, gröfser als m fey (der 
Werth, den man vorausfetzt, dafs die andere ihn in 
derfelben Zeit angenommen habe), fo Avird ihr Un- 
terfchied p , der im Urfyftem P war , invers gCAVor- 
den feyn , und man hat folglich p n — m für 
P M — N, Avas im Urfyftem ftatt hat. 

Alfo Avenn eine Quantität auf diefe Art invers 
Avird, fo müden nothwendig die beyden Quantitäten, 
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tleren Difterenz fie ift, durch das Verhältnifs dfer 

f 

Gleichheit gegangen feyn, und fie felbft durch o. 

49. Aber die Quantität p bann auch auf eine 
andere, als die angezeigte Art, invers werden; Avenn 
fie nämlich, ftatt durch o zu gehen, durch 00 geht'; 
dann können die beyden Quantitäten, deren Unter- 
fchied fie ift, auch als durch das Verhältnifs der 

I 

Gleichheit gegangen betrachtet )verden, aber indem 
fie bey^e unendlich Averden. 

In der That, ich behaupte, dafs, AVenn p invers 
1 
P 


gcAVOrden , 


es auch gCAA Orden ift. 


Eben fo deut- 


lich Avird in dem Augenblicke, wo p 0, “ oe . 

Man mufs alfo beAveifen, dafs, Avenn M, m und N, n 

^ ' 1 

gCAVOrden ift, — • eben fo gut Avie p invers Avird. 

P , f 


Weil man p 

1 1 

p n — m (rt — m) 


n — m hat, fo hat man auch 

X 

— m n 


m- 


+ 


2mn 


^ 4 - — 2mn 

alfo (35) die Urgleichung, Avel- 


cher diefe entfpricht, mufs fo feyn, dafs, AVenn man 
in ihr für diefe Quantitäten die ihnen cntfprechenden 
fetzt, und das Zeichen derer, die invers Averden 
konnten , verändert, fie mit der A'Orhergehenden über- 
einftimmt. Aber nach der Hyjtothefe find m und n 
nicht durch 0 oder durch oc gegangen, alfo direkt ge- 
blieben, und brauchen die Zeichen nicht*zu ändern. 
p ini Gegenlheil ift nach der Hypothefe invers geAVor- 
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äen, fein Zeichen mufs fich alfo verändert haben. 
Alfo niüföte die Urgleichung 

-1 M N 

~F — + rv’* — 2 M N + N^'— s M N 

X *" 

feyn ; alfo ift — im neuen Syfteme die Difl'erenz 


m 


ZAveyer Quantitäten -- — , — — : — , 

■' ^ — 2m« m'‘ -J* n — 2r«n 

die ihre Ordnung verändert haben, d. h. deren klei- 
nere im Urfyfteme die gröfserc ift, und umgekehrt. 

Alfo ift — ^ invers gcAvorden, d. h. überhaupt, vvenn 

irgend eine Quantität invers wird, fo wird die Ein- 
heit, durch diefe Quantität felbft getheilt, auch eine 
inverfe Quantität. 

50. So fieht man, dafs eine Qii.mtität auf zwey 
verfchiedene Arten invers werden kann, indem fie 
entweder durch o, oder durch oc geht. Aber man 
darf nicht fchliefsen, dafs, umgekehrt, jede Veränder- 
liche, die durch o oder durch oc geht, deswegen noth- 
wendigerAjeife invers "tvird; denn z. B. nimmt man 
an, dafs p invers wird, fo wird es darum nicht, 
ob es gleich augenfcheinlich mit p zugleich durch o 
oder durch o; gegangen ift. In derThat, wennp* invera 
würde, würde es auch das Zeichen verändern, ^daa 
gefchieht aber nicht, Avenn p es auch verändert, weil 
( — p)^ immer p^ iß. Alfo hat diefe Quantität p* bey’m 
Durchgang durch o oder durch oc nicht das Zeichen 
verändert, und iß alfo auch nicht invers gcAVorden. 

51. Was die beftändigen Gröfsen anbetrifft, d. h. 
diejenigen, die während der ganzen Veränderung 
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diefelben bleiben, fo bann man fie betrachten, als 
wenn fie einen Theil von jedem der correlativen Sy- 
fieme insbefondere ausraachten; und Aveil fie Av'eder 
durch o noch durch oc gehen können , fo ift ihr 
Zeichen der Correlation mit deili Urfyftera immer 4 '. 

52. Die Quantitäten, die das Urfyftem ausma- 
chen, find nur abfolute Quantitäten, und die Zei- 
chen, die in den Ausdruck ihrer VerhältniJTe kom- 
men, dienen liur, immer ausführbare Verrichtungen 
anzuzeigen; alfo haben diefe Quantitäten, um eigent- 
lich, zu reden, keiue Zeichen der Correlation. Doch 
weil unter allen Syftemen, die mit, diefem Urfyftem 
in direkter Correlation ftehen, das erfte in der Ord- 
nung diefs Urfyftem felbft ift, fo kann man jede der 
Quantitäten , die es ausmachen , als in direkter Corre- 
lation anfehen, und ihr folglich als Zeichen der 
'Correlation gehen. So Averde ich •geAVÖhnlich ver- 
fahren. 

^3. Wenn man alle Syfteme, die unter einander 
correlativ find, als verfchiedene Zuftände des Urfy- 
ftems anfieht, das durch unmerkbare StufÄn fich A^er- 
ändert, fo kann man die für diefs Urfyftem gefunde- 
nen Formeln als allen andern gehörig betrachten, in- 
dem man annimmt, dafs dann die zu ihnen gehörigen^ 
Quantitäten nicht mehr die Urquantitäten vorftellcn, 
fondern dafs fie nur in ihnen die correlativen Werthe 
ausdrücken, die fie in dem Syftem haben, auf das 
man fie aiiAvenden will. In diefer Hinficht Averden 
diefe Formeln allgemein; aber dann kann die AiiAven- 
dung auf jeden einzelnen Fall nicht Avirklich ausge- 
führt Arerden, als wenn man diefe Subftitution de< 
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correlativen Werths für die abfolate !m Urfyftem ent- 
fprechende Quantität bewirkt. Man mufs alfo in 
jeder allgemeinen Formel die Buchßaben. oder fonftige 
Charaktere, die gebraxicht find, um die Quantitäten 
auszudrücken, nicht a!«s die Quantitäten felbft, auf 
■welche die Betrachtung gegründet ift, betrachten, 
fonilern als die cori'elativen VVerthe derjenigen , die 
ihnen Jm befondern Syftem, auf das man die AnAven- 
dung der Fcmieln machen Avill,' enifprecben. 

54. Was ich bisher gefagt habe, betrifft nür 
den Fall, avo man annimmt, dafs die Umformung deS " 
'SyßemS keine gröfsere Veränderung in den Zeichen 
der Formeln erfordert, die in der allgemeinen Tafel 
enthalten find, als die Verwandlung von -f- in 
für die einfachen Quantitäten, die zur Zufammen- 
fetzung des Syftems gehören. Jetzt «Avollen Avir 
fehen, Avas eintreten würde, AVenn die Umformung 
fo Aveit getrieben Aväre, dafs, um die Formeln der 
allgemeinen Tafel mit dem neuen Zußande des Sy-/ 
ßems übereinßimmend zu machen, man das Zeichen 
einer oder mehrerer diefer Quantitäten eingebildet 
machen müfste. 

Wir haben gefehen (24)* dafs, Avenn Avlr die Ur- 
quantitäten AI, N in den Formeln lallen, fie ohne 
eine Veränderung der Zeichen auf alle mögliche Sy- 
Ileme anAvendbar bleiben, M mag gröfser als N feyn 
oder kleiner AVerden. Wir haben ferner gefehen, dafs, 
Avenrt Avir ihren Unterfchied P nennen, die Formeln, 
fo lange M gröfser als N bleibt, auch ohne eine Ver- 
änderung der Zeichen auf das umgeformte Syßem an- 
AVendbar bleiben, aber dafs von dem Augenblicke, 
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WO M kleiner als N wiril, oder diefe Quantitäten 
anr inverfen Ordnung übergehen, man das Zeichen 
diefer DiA'erenz P verändern mufs, um die Formeln 
fortdauernd anwendbar auf das umgeformte Syftcm 
zu behalten. 

Alfo wenn, ftatt M — N =r P, wir M — N:2=P* 
gefetzt hätten, fo müfste man das Zeichen von P^’ 
verändern, um die Formeln des Urfyfteras für das 
umgeformte paAend zu machen, d. h. man müfste- 
in den Formeln des Urfyftems — P^ ftatt + P* 
fetzen. Aber — > P^ ftatt + P^ zu fetzen , ift eben 
fo viel als P . Y“ — » ftatt P oder P . i 
zu fetzen; alfo um die nüthige Veränderung zu 
bewirken, ift es genug, P den Coehbcienten oder 
vielmehr das Zeichen (6) V — i, ftatt des Zei- 
chens -{■ 1 , oder den natürlichen Coefibcienten i 
zu geben; d. h. um dann die Correlation der Zei- 
chen herzuftellen , mufs man nicht mehr das Zeichen 
als Zeichen der Correlation, der abfoluten Quanti- 
tät P brauchen, fondcni das eingebildete , Zeichen 

/ * 

Eben fo hätte man M — Nir"P’ fetzen können ■{ 
dann wäre P* in den Formeln des umgeformten 
Syftems invers geworden, und man hätte fein Zeichen 
von + in f ira Urlyfteme verändern mülfen, um 
deffen Formeln auf das umgeformte anwendbar zu 
machen. ' Da nun — P^ eben fo viel ift als (-^P)* 
/. -F r- -z \3 's 

oder f P j , fo folgt, dafs-, um die For- 

meln jdes Urfyftems paifend auf dj« c.mgef'":^3.te zu 
machen, man nur ftatt des Zeichens. des abfoluten 


j 

Werthes . 
\ 

« 


' 
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Werthes P eins von dielen drey Zeichen zu fetzen 
brauciit: , 

i + r-3 i-r-3 

_ 1 , _ , _ , ^ 

•^velches die drey cubifchen AVmzeln der Einheit, ne» 
gativ genommen find. 

Man fieht leicht, Avas zu thun Aväre, Avenn 
man M — N=P‘^, oder M — IV=rP* u. f. av. machte, 
und dafs folglich, um die Formeln des Urfyftems auf 
das umgeformte Syftem anwendbar zu machen, man 
genölhigt Averden kann, das Zeichen einiger oder aller 
Quantitäten, nicht A'fen -f- in — , fondern \on -f- in 
7^ — i oder ein anderes eingebildetes Zeichen zu Arer- 
äudern. 

55 . Man kann die Umformung noch Aveiter trei- 
ben; denn, ftatt M — N= P, oder P^, oder P* 
u. f. AV. anzunehmen, kann man es z. B. =P — Q, 
oder P — oder P — u. f. aa‘. fetzen. 

Aus diefen Subftitutionen für M — N im UrfjTtem 
.Aviirden für das umgeformte Syftem , Avenn N, 

zahlreiche Veränderungen der Zeichen entftehen ; 
denn dann AVären es die Zeichen der Funktionen 
(P— 0, (P — Q^) u. f. AV. , die man negativ machen 
niüfete, d. h. man müfste nicht mehr die Zeichen ein- 
facher Quantitäten im Urfyfiem von in — verän- 
dern, um die Correlation feftzufiellen , oder um die 
Formeln diefes Urfyftems identifch mit denen für das 
umgeformte zu machen, auch nicht die Zeichen irgend 
einer Potenz diefer Quantitäten, fondcni man müfste 
fo die Zeichen irgend einer mehr oder Aveniger zu- 
fammengefetzten Funktion diefer Quantitäten verän- 
1. , ’ ' H 
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dem, indem rtian fie entweder allein nähme, oder^ 
unter einander verbände. Deswegen nenne ich 
diefe Gattung der Correlatiqn complexe Corre- 
lation. . 

56. Ohnerarhtet aller diefer Subllitutionen blei- 
ben die Formeln des veränderlichen Syftems, in feinen 
verfcbiedenen Zuftänden betrachtet, doch immet die- 
felben bis auf die Zeichen', die für jede der Quanti- 
täten bald negativ, bald eingebildet von höherm oder 
niedrigerm Grade werden; und da es leicht zu fehen 
ift , dafs durch eine Reihe von Umformungen man 
nicht allein die Wurzelzeichefi einer Formel oder 
Gleichung, fondem auch alle negativen Ausdrücke 
verfchwinden lallen kann, fo folgt, dafs alle fich ent- 
fprechcnde Formeln mehrerer correlativen Sylteme 
(fey diefe Correlalion direkt, indirekt, eingebildet 
oder complex) auf eine und diefelbe Formel zurück- 
geführt werden können, Avelche allen Syftemen ge- 
hört, und die ihre gemeinfchaftlichen Eigenfchaften 
ausdrücken wird. 

Daher folgt auch, dafs, wenn man Formeln hat, 
die .auf irgend ein Syftem von Quantitäten anwend* 
bar Ond, man Formeln für alle möglichen correlativen 
Sylteme erhalten kann, indem man die Zeichen der 
dahin gehörigen Quantitäten auf alle mögliche Art 
verändert, wo mau unter dem Namen Zeichen alle 
möglichen theils wirklichen, theils eingebildeten Wur- 
zeln der Einheit umfalst. 

I 

57. Nach dem, was vorher (54) gefagt ilt. Geht 
man, dafs die eingebildeten Wurzeln einer Gleichung 
noch weit mehr entfernt lind, die Avahre AuGöfung 
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irgend einer Aufgabe zu geben, als die blofs nega< 
tiven. Wurzeln; und dafs fie noch härtere Unverträg- 
lichkeiten zAvifchen den vorgefetzten Bedingungen 
und den Hypothefen, auf ■welche die Betrachtung 
gegründet ift, ankündigen. _ Aber verändert man das 
Zeichen der negativen Wurzeln, und nimmt mit den 
gegebenen Gröfsen der Aufgabe oder den Hypothefen, 
auf welche man die Betrachtung gründete, Modifika- 
tionen vor, welche diele Gegebenen und diele Hypo- 
thefen mit den in ihren Zeichen fo veränderten Glei- 
chungen in Uebereinftimmung bringen; nimmt man 
ferner zugleich , .wenn man diefs bey den Gegebenen 
und den Hypothefen thut, auf denen die Anfetzung 
der Gleichung beruhte, mehr oder minder merkbare 
Modifikationen, mit den Zeichen, die in die einge- 
bildeten Wurzeln der Unbekannten gehören, vor, fo 
kann man dadurch die einen unmittelbar anwendbar 
auf die, andern machen. Der Unterfchied belteht nur 
darin, dafs die Modifikationen beträchtlicher werden, 
und dafs die Analogie des correlativera Syftems mit 
dem Urfyllem gewöhnlich fchweter aufzufalTen ift. 

53 . Wir wollen als ein Beyfpiel diefe Frage auf- 
Acllen: eine gerade Linie AB ift gegeben (Fig. g.), 
auf diefer geraden Linie einen Punkt K zu finden, fo 
dafs das Produkt der beyden Segmente 11/i einer 
gegebenen Quantität gleich fey: z. B. 

“ Da ich noch nicht weifs, ob der Punkt K fich 
auf der geraden Linie AB felbft oder auf ihrer Ver- 
längerung finden foll, fo fange Ich erft meine Rech- 
nung unter der Vofausletzung an, dafs er lieh auf ihr 
befinde, d. h. daf» K »wifchen A Und B falle. * 

H ß . 
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Diefs feftgefetzt nehme ich als die Unhehannte 
— i:, die Linie -iii m a. Die Bedingungen der Auf- 
gabe geben mir dann 

*(a — x) oder 

ar® — ax -f- 0, "woraus ich 

* — 5 ziehe , d. h. x ift einge- 

bildet. 

Daraus fchliefse ich nicht, dafs die Auflofung 
der aufgefiellteii Aufgabe unmöglich fey, fondern 
blofs, dafs fie es nach der Vorausfetzung ift, die ich 
gemacht habe, nämlich dafs der Punkt H zwifchen 
yi und B liege, d. h. die Aufgabe kann nicht richtig 
in Gleichung gefetzt feyn, weil ich meine Betrach- 
tungen auf Figuren gegründet habe, die nicht die 
Avaren, die ich betrachten follte , oder die nicht den 
Bedingungen der Aufgabe Genüge Iciften konnten. 
Ich fange alfo von neuem meine Betrachtungen an, 
indem ich von einer andern Hypothefe. ausgehe, d. h. 
ich nehme den gefuchten Funkt nicht auf Aß, vvie 
ich vorher that , fondern auf einer von ihren Verlän- 
gerungen, z. B. in K‘. 

Dann giebt die Bedingung der Aufgabe mir 
X . (a: — a) |-a* oder 
** — na: — ^a*_z:o, AVOraus ich 
* tn ^ a ^ ziehe, 

eine Gleichung, die, Aveil fie keilte eingebildete Quan- 
titäten mehr enthält, die Frage auflöft. 

Diefe Auflöfung ift doppelt; die eine 
x = ia + ria^ 

ift pofitiv, und löft ohne SchAvierigkeit die Aufgabe 
nach meiner neuen Hypothefe auf, d. h. Avenn man 
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annininit, dafo der gefuchte Punkt auf der Verlänge- 
rung von jenfeits des Punktes oder dafs 

der Punkt J 3 fich zwifchen A und dem gefuchten 
Punkte befindet. Aber die andere Auflöfung ; , 

kann fich als negativ nicht auf diefelbe Hypothefe be- 
ziehen, und nach dem, yvas (37) gefagt ift, rnufs 
man, um zu erfahren, was fic bedeutet, ihr Zeichen 
varändem, und fehen, yvelchem correlativen Syfteme 
die fo modiiicirte Gleichung Genüge leiftcn könne. 
Das Refultat diefer Veränderung ift, dafs di»» CI-I- 
chung x(x — a)z:zz^a^y ‘welche die Eedingung der . 
Aufgabe ausdrückt, . 

X . (x + a) z=z ^ a* 

•wird. Wir -wollen alfo fehen, •welchem neuen cor- 
relativen Syfteme diefer, neue Ausdruck der Bedin- 
gungen der Aufgabe Genüge leiften kann. 

Dicfs gefchiebt nun , wie man leicht fleht, wenn 
, man annimmt, dafs der Punkt K auf die Verlange^ ' 
rung von AB nicht wie vorher auf die Seite von ß, 
fondern auf die Seite von A in li falle. Und wirk- 
lich, geht man von diefer neuen Hypothefe aus,' 
fo ift 


Z nr AH** ' 

/ X a ZZZ ÜH‘*.' 

Daraus folgt, dafs die Bedingung der Aufgabe 
X . (x-\- a) = ift, welche Gleichung 
z — — 1 ß + 

geben wird, deren pofitive Wurzel in der That die- 
felbe ift, die fich bey der vorigen Hypothefe negaüv 
dargeftellt hatte. 


> 
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59. Man lieht, dafs das eingebildete Zeichen, 

welches die Wurzel der Gleichung afficirt, eben fo 

W€nig, wie das blofs negative Zeichen, eine Unmög- 
( 

lichkeit, die Aufgabe aufzulöfen, ankündigt, fondein 
nur' auf eine Unmöglichkeit hinzeigt, die Bedingungen 
diefer Aufgabe mit den Hypothefen, auf welche die 
Betrachtung gegründet iit , zu vereinigen , und dafs 
es in beyden fällen, nur auf eine Art, die leichter 
oder fcliwieriger auf?ufalTen il't, die Modüikationen 
enzeigt, die man mit der einen oder der andern vor- 
nehmen mufs, um die Auflöfung möglich zu machen. 
Die Gleichung ift die genaue Ueberfetzung der aufge- 
ftellten Bedingungen, vereinigt mit den Hypothefen, 
auf vvelche man die Betrachtung gegründet hat; fie 
wird ungereimt, fo wie diefe nicht vereinigt werden 
können, und dann mufs man nothwendigerweife die 
Vorausfetzungen modificiren, von denen man ausging, 
um zu einer wirklichen Auflöfung zu kommen. Diefe 
Modifikationen zeigen fich in der Gleichung, welche, 
da fie die Ueberfetzung von Verhältnilfen wird, zwi- 
lchen denen keine Unverträglichkeit mehr befteht, 
felbft nur mögliche Refultate, wirkliche Quantitäten 
und ausführbare Verrichtungen anzeigt. 

£$ ift auch möglich, dafs die aufgeftellten Be- 
dingungen in fich felbft unmöglich find, dafs fie Wi- 
derfprüche einCchliefsen, denn von welcher Hypo- 
thefe man auch ausgeht, kommt man ftets auf unge- 
reimte BefuUate. Aber di^ Natur felbft der Zeichen, 
fie mögen negativ oder eingebildet feyn , die in diefs 
Befultat kommen, zeigen die Modifikationen an, die 



man mit diefen Bedingungen felbft vornehmen mulä, 
um die Aufgabe möglich zu machen. 

Da die Unierträglichkeit der aufgeftellten Bedin* 
gungen unter fieh oder auf den Hjpothefen, auf wel- 
che man die Betrachtung gründet, das ift, was die 
Auflöfung einer Aufgabe unmöglich macht, fo begreift 
man leicht, dafs die Aufgabe dann zu beftimmt wird, 
und dafs lieh Bedingungen finden, die, da fie mit 
den andern unverträglich find , durch ihre Unter- 
drückung die Aufgabe möglich machen würden. Ich 
will fo viel Tagen, man hat die Rechnung auf zu be- 
febränkten Grundlagen geführt, und man mufs die 
Frage, fo Avie fie aufgelöfl: Avorden ift, nur als eine 
theÜAveife Frage betrachten , deren Avirkliche und 
pofitive Wurzeln blots die Avahre Auflöfung geben, 
aber deren negative und eingebildete Wurzeln andere 
theilweife Fragen anzeigen, die mehr oder minder 
Analogie mit der crllen haben. Diefe könnten mit 
jenen in einen allgemeinen Ausdruck vereinigt AA er- 
den, auf der die Gleichung, die man dann fände, 
ßets unmittelbar anAvendbar feyn Avürde, und ohne 
einige Modifikationen in den Zeichen. Diefs hat man 
fchon (37) für den Fall gefehen, Avenn die Wurzeln 
blofs negativ find, und das kann man für eingebildete 
Wurzeln an dem eben gegebenen Beyfpiel fclien. 

In der That, die Aufgabe ift gleich anfangs unter 
der Hypothefe in Gleichung gefetzt, dafs der gefuchte 
Punkt K zAvifchen A und B liege ; da diefe Hypo- 
thefe nun mit den Bedingungen der Aufgabe unver- 
träglich ift, fo fand man natürlicherweife die Wur- 
zeln luigereimt. Aber nach der Form diefer Wurzeln 



120 ' 


konnte man tlie Modifikation beurtheilen, die man 
mit diefer Hypothefe vornehmen mufste; folglich 
ivard fie in der That modificirt, indem man annahm, 
dafs der gefuchte Punkt fich rechts vom Punkte B 
finden muffe. Da diefe meine Vorausfetzung mit den 
Bedingungen ühcreinftimmen konnte, fo mufste man 
eine mögliche Auflöfung finden , d. h. eine 'wirkliche 
und pofitive Wurzel für die Unhekannte, und diefe 
fand man. Aher zugleich war eine zweyte unge- 
reimte Wurzel da, und diefe zeigte uns, dafs die 
Hypothefe, von der man zuletzt ausging, wenn 
gleich richtig, doch zu eingefchränkt Avar, um den 
aufgeftellten Bedingungen in ihrem ganzen Umfange 
Genüge zu leiften, und zugleich gah fi.e durch ihre 
Form die neue Modifikation zu erkennen, deren fie 
fähig Avar. Diefe Modifikation beftand darin den 
gefuchten Punkt bereits A'on A anzunehmen, und 
diefe letzte Vorausfetzung gab in der That eine neue 
Auflöfung. , ' 

Man hätte alfo zugleich beyde Auflöfungen haben 
können, deren die Aufgabe fähig AVar, wenn man 
die Rechnung auf eine allgemeinere Hypothefe ge- ; 
gründet hätte. 

Statt als Unbekannte x die Entfernung des 
Punktes A vom gefuchten Punkte zu nehmen, avoI- 
len Avir in F «inen neuen Punkt annehmen, der von 
A um , die Avillkührliche Quanüiht g entfernt iß,' die' 
aber doch gröfser als der vorher gefundene Werth 
für AK'* feyn mufs, die neue Unbekannte fey die 
Entfernung des Punktes F vom gefuchten Funkte. 
Hier iß es deutlich, dafs, AVenn man die neue Un- 
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bekannte y nennt, man für den Punkt K', der die 
erfie Aiiflofung giebt, x~y — g haben wird; alfo 
braucht man nur diefen Werth von x in die vorher 
gefundene Gleichung zu fetzen (58) ni» die zu er- 
halten, die FK* oder y giebt. Nun wird die Glei- 
chung fo 

y — s — + oder ■ 

y = (i !± r’s)- 

FK* ift alfo eine von «jlen beyden Wurzeln. Aber da 
lieh nach der Hypothefe eben fowohl rechts von 
F befindet als Jt', fo ift gar kein Grund vorhanden, ' 
warum mir die Gleichung eher eine von den Auflö- 
fungen geben follle, deren die Aufgabe fähig ift, als 
die andere. Weil die Betrachtungen, um die Glei- 
chung zu finden, in beyden Fällen durchaus diefelben 
feyn^iüJTen; alfo ift die zweyte Wurzel FK*‘ ; alfo, 
giebt dicfelbe Hypothefe nür dann die beyden' ge- 
fuchten Auflöfungen , Aveil ich ihr eine' hinreichende 
Ausdehnung gegeben habe, tun in den beyden Fällen 
den aufgeftellten Bedingungen zu entfp rechen. 

Ich wäre zu demfelben Kcfultat. gekommen, • 
wenn ich ftatt f /t', FK>* gefucht hätte; denn, wenn 
ich, wie im erßen Fall, y die Entfernung des feften 
Punktes F vom gefuchten Punkte, und x die Entfer- 
nung des Punktes ^ von eben demfelben Punkte 
nenne, lö würde man 

X — y 

haben , was in die Gleichung a; = — 
gefetzt, die dem Fall entfpricht, wenn man den ge- 
fuchten Punkt links von ui aunimmt, « 


I 
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g — y = — gicbt , oder 

y — g + wie vorher. 

6o. Das vorige Beyfpiel zeigt, was den tfnter- 
Tchied zwifchen politiven, negativen und eingebildeten 
Wurzeln ausmacbt. Die erften allein löfen die Frage 
unmittelbar auf, ohne dafs man einige Modifikation, 
weder mit den Bedingungen der Aufgabe, noch mit 
den Hypothefen, auf welche die Betrachtung gegrün. 
det ilt, noch mit den Gleichungen, die zugleich Be> 
dingungen und Hypoihefen ausdrücken, vorzunchmen 
habe. Damit die zweyten die Frage autlöfen, muls 
man ihr Zeichen verändern und zu gleicher Zeit 
theils mit den Bedingungen, theils mit den Hypothe* 
fen, auf welche das Raifonnement gegründet ill, paf* 
fende Modifikationen vornehmen; fq, dafs die fo mo« 
^dificirten Gleichungen hievon die genaile Ueberfe(|Eung 
feyen. Endlich damit die eingebildeten Wurzeln auch 
die Frage auflöfen, iß es nicht hinreichend, das Zei- 
chen der Unbehamiten von + in — in der Gleichung 
zu verändern , fondem man mufs es von + ,in ein 
eingebildetes^ Zeichen verändern, und dann fuchen, 
welches neue Syftem diefer Verwandelung entfprechen 
könne. Oder vielmehr man mufs nicht hier das Zei- 
chen der Unbekannten Xelbft verändern, fondem das 
Zeidhen einer Potenz oder einer mehr oder min- 
der zufammengefetzten Funktion eben diefer Unbe- 
kannten. 

ln dem vorher behandelten Fall z; 'B. iß es 
nicht z, fonderr» x^, was das Zeichen verändern muls, 
damit die Gleichung 

, .V . (x -{-«)=: 
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werde, wie fie feyn mufs, umtdie zweyte Auflöfung 
zu eilialten, ftalt 

.r . (a — r) =' ^ rt* 

,Avie man erft annahm. Ift dicfe Veränderung ge- 
macht, fo mufs man die Modifiliation fuchen, welche 
man zu gleicher Zeit mit dem Syfteme, auf dem die , 
Betrachtung erß beruhte, vorzunehmen hat, damit 
es zu dieCer Veränderung der Gleichung palTe. Diefe 
Modifikation befteht nun darin , den gefuchten Punkt 
linlu von anzunehmen. Für die erfte Auflöfung 
mufs. man weder von’.r, noch von feiner Potenz 
fondern von der Funktion (« — x) das Zeichen ver- 
ändern, damit die gleich anfangs gefundene Glei- 
chung X (a — .r) = § a* paffend werde , um wirklich 

die Bedingungen der Aufgabe auszudrücken , und 

\ 

danofjauufs man, wie vorher, die Modifikation fuchen, 
die man zu gleicher Zeit mit dem Syßem, < auf dem 
die Betrachtung beruht, vorzuuehmen hat, 'damit es 
zu der in der Gleichm^g vorgenommenen Verändemng 
paffen könne. Diefe Modifikation beßeht darin, den* ^ 
gefuchten Funkt rechts von B anzunehmen. 

6i. Einer der hauptfächlichßen Sätze jener Lehre, ' 
die ich fchon (39 u. fgg.) zu "widevlegen gefucht habe, 
befteht in der Behauptung, dafs die Rechnung felbß • 
den' Fehler verbeifere, den man beym Ausdruck der 
Bedingungen einer Aufgabe begangen haben könnte, 
wenn man z. B. irrig einen gefuchten Punkt auf 
einer gegebenen Linie rechts . von einem gegebenen 
Funkte annimmt, der als links liegen foll. Nach die- 
fer Lehre, wenn man als Unbekannte die Entfernung 
des gefuchten Punktes vom gegebenen Punittc an- 
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nimmt» mufs man dann für dicfe Unbekannte ihren 
Werth felbft blofs mit entgegengefelztem Zeichen fin- 
den; dafs man alfo nur diefen Werth nach einer 
Richtung, die der angenommenen entgegengefetzt ift» 
zu tragen braucht, um den wahren gefuchten Funkt 
zu erhalten. % 

Daraus würde folgen, dafs, weil der Punkt i 
wirklich derv Frage Genüge leiftet , und 
Ali“ = — man, wie man den Irr- 

thum beging, den gefuchten Funkt rechts von A in . 

Ji anznnehmen, iur Ali deufeiben Werth nur negativ 
hätte finden müffen. Das ift aber nicht der Fall ( 58 ), 
weil man nach diefer falfchen Vorausfetzung für Äli 
einen eingebildeten Werth findet. Die Rechnung be- 
richtigt alfo nicht immer den Irrthum , den man bey 
der Stellung eines gefuchten Punktes begangen haben 
könnte. Sie verbeftert ihn nur, wenn die beyden 
verglichenen Syfteme blofs in inverfer Correlation 
find, -wie wir (43) annahmen, und nicht, wenn fie 
in eingebildeter oder complexer Correlation, wie im 
gegenwärtigen Falle, find. 

62. Aus dem Vorigen folgt, dafs man jedesmal, 

wenn der Ausdruck der Bedingungen einer Aufgabe 

nur zu Wurzeln führt, die nicht wirklich und pofitiv 

\ 

4 ind , fchliefsen kann, daCs die Hypothefen, auf denen 
die Betrachtung beruhte, nicht mit den Bedingungen 
der Aufgabe übereinftiramen , dafs es ferner unmög- 
lich fey, diefen Bedingungen Genüge zu leiften, ohne 
die Hypothefen zu ändern, oder fich an die Hypo- 
thefen zu halten, ohne die Bedingungen zu ändern. 

In allen Fällen werden, die Gleichungen, die zugleich 

* 

■ ' N . N 
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Bedingungen und Hypothefen ausdrüchen , notliAven* 
dig negative oder eingebildete Refultate geben muffen, 
•wenn die einen nicht mit den andern übereinßimmen 
höniien. Darnit fle nur bedeutende Refultate uns 
darbicten, mufs man alfo notRwendigerweife dahin 
gelangen, die Hypothefen, auf denen die Betrachtung 
beruht, mit den Bedingungen der Aufgabe zu ver- 
einigen. Welche nun auch immer die Modifikationen, 
fejn mögen, die man mit den einen oder den andern 
•vornehmen mufs , fo werden die Gleichungen , die 
immer nur die Ueberfetzung bej’der zufammengenom- 
men find , nothwendigerweife von ihrer Seite ana- 
loge, mehr oder minder merkbare Modifikationen er- 
leiden, nachdem die Veränderungen, die man mit 
den Bedingungen oder Hypqthefen vorgenommen hat, 
mehr oder minder beträchtlich find. 

, Noch mehr , eine pofitive und Avlikliche Wurzel, 
•wo die Gleichung genau Bedingungen und Hypothefen 
in Uebereinftimmung ausdrückt, giebt nicht immer 
eine wahre Auflöfung. Denn es ift nicht genug, dafs 
Bedingungen und Hypothefen übereinftimmen und 
die allgemeine Gleichung beyden genug tbue, fondem 
die Wurzel, die man zur Auflöfung anwenden will, 
mufs noch befondcrs diefen Bedingungen und diefen 
Hypothefen genug thun. Damit die allgemeine Gl^- 
thung ihnen Gepüge leiffe, ift es hinliinglich , wenn 
nur eine von ihren Wurzeln es auch thut; aber wenn 
die algebraifchen Umformungen mit diefer Wurzel eine 
andere Wurzel, die nicht Genüge leidet, verfchmolzen 
haben , fo wird diefe keine wahre Auflöfung geben, 
fie kann nur, 'wi« di« negativen und eingebildeten 


^ I 

Wurzeln, eine Frage, die mit der erftern analog ift, 
anzeigen, und deren Auflörung geben; aber der 
Frage, fo wie fie aufgeßellt ift, leiftet üe keine 
Genüge. 

Man kann die Frage aufwerfen : ob es möglicb 
fey, dafs algebraifche Umformungen mit den elgent* 
liehen Wurzeln andere ' verfchmelzen können , die 
nicht die eigentlichen Wurzeln , aber doch Avirklicb 
und pofitiv Aind. Man kann viele Beyfpiele anführen, 
hier nur ein fehr einfaches, das ich aus Boß'üt's 
Geometrie nehme, dem diefe Bemerkung nicht ent- 
gangen ift. 

' (Siehe fein© Application de VAlgebre ä In Geometrie, 
No, 25. der Ausgabe vom Jahre VIII,') 

DalTelbe Beyfpiel iindet Geh auch in Newton’s 
Arithmetica univerjalis. 

Wir wollen annehmen, daCs ABC (Fig, i.) »ein 
recht winklichtes Dreyeck fey, in welchem man die , 
Hypothenufe BC und die Summe AB AC-\, AD 
der Catheten und des F^>'pci^dikels Aveils^ man will 
' den Werth dieles Perpendikels Willen. 

I 

Wir wollen 

— a 

AB + Je + ÄD=: b 

^ den gefuchten Perpendikel ~.x 

, die unbekannte Seite AB = y nennen. 

Das rechtwinklichte Dreyeck ABC giebl 

oder 

ai* — aJy+ 2*.y (^A), 
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^Weil AßjdC <n aABC i 
' • ■ a : y — h — X — y : x oder 

ax zrr by — xy — y^ (B), , ' 

Vergleicht man die Gleichungen in A und B, um 
y Avegzufchaffen , und löft die Gleichung in x, die 
vom zAveylen Grade ifi , auf, fo erhält man ' ‘ , 

X "ZX. a h ^ (2 n* + 2 « i). 

Hier find zAvey Werthe für .r, d. h. für den ge- 
fuchten Pei-pendihel AD beyde pofitiv. Die erfte von 
diefen Anflöfungen ift aber oll'enbar falfch, Aveil 
es ficlnbar unmöglich ift, dafs den Perpendikel 
X =- a •h b. \ 

Alfo reicht es nicht für die Wurzel einer Glei- 
chung hin, dafs fie Avirklich und felbft pofitiv fey, 
um die AuflÖfung einer Aufgabe zu geben, deren Be- 
dingungen fie ausdrückt. Diefe Wurzel mufs, auch 
noch zugleich mit diefen Bedingungen und den Hy- 
polhefen, auf denen die Betrachtung beruht, übercin- 
ftimmen. 

Aus allem Vorhergefagten können Avlf allgemein 
folgern t , 

1} Damit dieAnflÖfung einer' gegebenen 
Aufgabe durch irgend eine Wurzel 
einer Gleichung in der That ftatt finde, 

- müffen die vorgeftellten Bedingungen ^ 
die Hypothefen, auf Avelche die Be- 
trachtung gegründet ift, und die Con- • 
ftruktionen oder fonftigen Verrich- 
tungen, Avelche die Wurzel' diefer 

/ r 

Gleic,huug anzeigt, alle in Ueberein- 
Itimmung feynL 


' . ‘ 'Digitized by Google 



128 


a) Beßeht irgend 'eine Unverträglichkeit 
zvv liehen den einen oder den andern, 
fo niuf» man diefe Wurzel nur als eine 
blofse Hindeutung auf eine andere mit 
'der erften analoge Frage betrachten, 

' und um ihre •\vahre Bedeutung zu ha- 
ben, muls mau die Rechnung mit an- 
deren Bedingungen oder anderen Hy- 
pothefen wieder anfangen, bis fie alle 
fowohl ‘unter fich, als mit den Ver* , 
richtungen übe^-ein ftimmend find, wel- 
che die Wurzel der Gleichung, die 
auch, nach diefen Veriind erungen mo- 
dificirt iß, anzeigen könnte. 

3) Die negativen und eingebildeten 
Wurzeln find nie wahre Auflöfungen 
der vorgeft eilte 11 Frage, fondern blofse 
Anzeigen anderer Fragen, die mehr 
oder weniger von den crßen unter- 
fchieden find. Oft find fie blofse al- 
gebraifche Formen, durchaus unbe- 
deutend, welche die algebraifchen 
Umformungen mit den wirklichen 
Wurzeln verfchmolzen haben. 

4) Wirkliche und pofitive Wurzeln drük- 
ken eben fo wenig die eigentlichen 
Auflöfungen aus, als negative oder 
eingebildete, und find, wie fiej nur 
blofse Anzeigen analoger Fragen, wenn 
die Konßruktionen oder fonßlgen Ver- 
richtungen, zu denen fie leiten, nicht 

ganz 
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ganz mit den vorgeftellten Bedingun- 
gen und den Hypothefen, auf denen 
die Betrachtung beruhte, in Ueber- 
einftimmung find. 

5) Keine Gleichung oder Wurzel einer 
Gleichurig kann die eigentliche Auf- )' 

* löfung geben, fo lange fie ungereimte 
Quantitäten oder nicht ausführbare 
Verrichtungen enthält; ausgenommen, 
Avenn fie fich Avechfelfeitig zerftören, 
Avie es bey den Avirklichen Wurzeln 
der Gleichungen vom dritten Grade ' 
g e f c h i e h t. 

6 ) Diefe unverftändlichen Formen müf- 
fen doch nicht vernacläfsigt AV erden. 
Man kann fie als wirkliche Formen ge- 
brauchen, Aveil man fie durch blofse 

' algebraifche Umformungen verfchAvin- 
den laffen kann, und dann nur appli- 
cirte und auf den vorge ft eilten Gegen- 
ftand unmittelbar anwendbare For-. 
mein Zurückbleiben. Doch müffen, Avie 
vorher bemerkt ift, diefe Formeln, die 
vorgeftellten Bedingungen und die Hy- 
pothefen, auf denen die Betrachtung 
beruhte, alle unter einander in Ueber- 
einftiramung feyn, 

63. So lange man nicht aus der Synthefts her- 
ausgeht, d, h. fo laifge man die Zeithen -f und, — 
in einer Rechnung nur braucht. Um ausführbare Ver* ' 
richtungen anzuzeigen, ift es ganz unmöglich, dafs 

I. 


* 
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man auf eingebildete oder negative allein flehende 
Quantitäten fiofse. Diefe erfcheinen nur, Aveiin man 
fleh von der fynthetifchen Methode entfernt, indem 
man die Zeichen braucht, um unausführbare Verrich- 
tungen anzuzeigen , oder avenn man die llefultate, zu 
denen man durch Synthefis gelangen konnte , auf 
Hypolhefen anavenden avill, die nicht mit den ur- 
fprünglich durch diefe Refultate ausgedrückten Be- 
'Ungungen übereinflimmen. Die negativen Werthe 
entftchen daher, aveil, um die angezeigten Verrich- 
tungen auszufiihren , man eine avirkliche Quantität 
von o abziehen müfste, oder überhaupt irgend eine 
Quantität von einer kleineren Quantität; und die ein- 
gebildeten, aa^cil man mit diefen erlten fchon unmög- 
lichen Refultaten neue Verrichtungen vornehmen avill. 

Man kann alfo diefe Gleichungen oder Formeln , die 

negative oder eingebildete Quantitäten enthalten, als ~ 

\ 

aus andern urfprünglich möglichen Formeln abgeleitet 
betrachten,^ aveil die Quantitäten, 'die abgezogen aver- 
den follen, darin kleiner avaren ,' als die Quantitäten, 
von denen fie abgezogen averden füllten, und die 
nachher unmöglich geavoi'den lind, ki^ft einer Ver- 
änderung der Ordnung, die “durch eine flufenaveife 

•m. 

Veravandelung unter den Quantitäten bewirkt avurde. 

Geht man von da aus, fo fleht man, avie nach der 
Reihe diefe Werthe entflehen, und da unter allen 
bekannten Verrichtungen der Algebra nur eine ift, - 
durch die diefe eingebildeten Gröfsen entflehen, näin- 
lieh die Ausziehung der Quadratavurzel , da ferner 
diefe Verrichtung immer die beyden Zeichen + und 
' — vor der,Wurzelgröfse fetzt, fo ahndet man leicht, , ' 

, ' _ ' / ' ' 
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dafs alle möglichen eingebildeten Werthe auf diefe 
Formen zu bringen find: ' ^ 

~1“‘ T" — -B oder +. B i. 

Und alle Werthe, die theila ^virklich, theil« einge- 
bildet find, auf die Form: ' 

' ^ ± B r' — i; 

dafs ferner diefe Werthe nur zAvey und zwey ent- 

ftehen können ; und dafs folglich jede eingebildete 
• ^ 

^Wurzel in einer Gleichung nothAvendig von einer an- 
dern begleitet ift ,‘’die von ihr durch das Zeichen 'der 
Wurzelgrüfse unterfchieden ift, Avelche das eingebil- 
dete ausdrückt. Da aber die gröfsten Mathematiker 
fich.mit diefen Avichtigen W'abrheiiön befchäftigt und 
fie nach der Strenge erAA'iefen häbbn, fo könnte ich 
auf jeden Fall nur das, Avas fie in diefer Hiicklicht 

. I 

gefagt haben, Aviederholen. ' ^ 

64. In der Synthefis giebt es keine zAvey Arten, 
die Wurzel aus einer gegebenen Quantität zu ziehen j 
die Analyfis hat fo viel verfchiedene Arten, als Ein- 
heiten im Exponenten der Wurzelgrüfse find. Aber 
Avas find alle diefe Wurzfein, ausgenommen die, wel- 
che die Synthefis giebt^ anders, als ajgebraifche For- 
men, unverftändlich in ihrem jetzigen Zuftande, .und 
die nur 'durch Umformungen nützlich werden kön- 
nen. - Man, kann unmöglich auf eine genugthuehde 
Artbeweifen, dafs ( — Avenn — -a nicht 
auf eine abfulnte gröfsere Quantität folgt; alle Be- 
trachtungen, durch Avclche man diefs Princip' für 
andere FJlle begründen wollte, Avürden fehlerhaft 
feyn, denn um zu bcAveifen, dafs ( — a)^ = a^, mufs 
man cril fagen, was — « allein ifi. Das kann man 
> ' - . I C 
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aber nicht, well — n bloC» ein eingebildetes Wcfen 
ift. Wahr und eines Beweifes fähig ift blofs, da& 
die Vorausfetzung ( — <i)* = in einer BSechnungf 
nicht zu falfclien Refultaten führen kann, Avenn man 
nämlich durch Umformungen dahin gelangen kann, 
das, AVäs unverftändlich in den Ausdrücken ift, ver- 
fchwinden zu lallen. Es ift beynahe hier derfelbe 
Fall, Avie in der Rechnung des Unendlichen, Avenn 
man die Dift'erentiale als Avahre Quantitäten betracht 
tel. ln diefer gelangt man au genauen Refultaten, 
indem inan die Irrthümer compenlirt; in der Lehre 
von negativen und eingebildeten Werthen find keine 
Irrthümer in den Gleichungen, fondern blofs ünver- > 

* I ' 

(ländliche Formen, die fich Avechfelfeitig AA'egfchafl'en, ' 

und fo genaue Refultate, die Avirklicher AnAvendung 
^ * 1 
fähig find , hervorbringen. 

^ ,65. Man forme eing Gleichung, die pofilive, 

negative und eingebildete W'urzeln enthält, auf irgend 
eine Art um, indem man immer diefelbe Unbekannte 
beybehält. Weil es nur Avirklich, gCAvils beftimmte 
Arten, die A'orgeftellte Frage aufaulÖfen, giebt, Avird 
man nie fo die Avirklichen und pofitiven Wurzeln, 
die Avahrhafiig und ganz auf die Frage anAvandbar 
find, A-ermehren, vermindern, oder verändern kön- 
nen. Diefe Avirklichen und pofitiven Werthe, die 
ganz der Frage Genüge leißen, und die einmal für 
die unbekannte gefetzt, die Gleichung auf 0 = 0 brin- 
gen, Averden fic immer in allen andern möglichen 
Formen auch auf 0 = 0 bringen. 

Utels ift nicht der Fall mit negativen und einge- 
bildeten Wurzeln, auch r,icht mit denen, die die Frage 

l . 

\ * 
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nicht voIlftSndig auflöfen (63). Eine Umformung, die 
man mit einer Gleichung vornimmt, kann eine un- 
endliche Anzahl diefer neuen Wurzeln entliehen oder 
verfchwinden lallen, •weil die erften, die feft mit der 
Frage verbunden und die einzigen find, die lie wahr- 
haftig auflöfen, nie herausgefchaflft werden können, 
indefs man die andern, da fie nur mit der Hauptfrage 
andere accelTorifche Zufammenftelliingen vermengen,' 
auf verfcliiedenc Arten verändern oder herausfchafl'en' 
kann. 

Wir wollen z, B. die Gleichung x ~a nehmen ; 
erheben Avir fie zum Quadrate, fo haben Avir 
X* — rt® = o. Durch diefe leichte Umformung ent- 
ßeht eine negative Wurzel, die vorher nicht da Avar, 
nämlich 

f ‘ ' 

X ~ 

aber die pofitive Wurzel x—a hat fich nicht verän- 
dert. Ich quadrire nochmals = fo erhalte ich 
X* =: oder x* — = o, eine neue Umformung, 

aus der zAvey eingebildete Wurzeln entliehen, die 
vorher nicht da Avaren, nämlich ’ 

X T“ — = o *' 

X — — a — O, 

ohne irgend etAvas an der Avirklidien und pofitiven 
Wurzel x~ a zu ändern, die nliveränderlich bleibt. 
Man fieht alfo, Avie blofse Umformungen mit den 
Wurzeln, welche die Avalire Auflöfung ■einer vorge- 
flellten Frage geben, algebraifche Formen verfchmel- 
zen können, die an fich unbedeutend find. 

Weil die wirklichen “lind pofitiven Wurzeln, die 
allelh die Avahre Auflöfung einer Frage geben, \mveT- 


änderlich find, welche Umformungen man auch Immer 
mit den Gleichungen vornimmt, fo lieht man, dafs, 
Aveim man felbft diefe Gleichungen durch eingebildete 
Formen gehen liefse, vorausgefetzt, dafs man fie 
endlich auf pofitive und wirkliche Formen zurück- 
fühl te, d. h. die keine ungereimte Quantitäten oder 
unausführbare Verrichtungen enthalten, fie immer 
diefelben wirklichen und pofitiven Wurzeln wieder 
geben weiden. So hat die Analyfis den Vortheil, die . 
Wege der Vereinfachung, die fich darbieten, einfchla» 
gen zu können, wenn felbft die Gleichungen hier 
durch nicbtsbedeutende Formen gehen mülTen, vor- 
ausgefetzt, dafs diefe Gleichungen immer algebraifch 
genau bleiben, d. b. dafs die Umformungen, welchen 
man fic unterwirft, immer mit den ßrengen Kegeln 
der AIg»bra übereinftimmeri. ^ 

Eine genaue Formel, d. h, eine genaue Ueber- 
fetzung der Gegebenen, kann ungereimte VVerthe ent- 
halten; in der That, wenn fie rächt zufammenhän- 
gende und unverträgliche Bedingungen und Hypo- 
thefen ausdrückt, fo wird fich gerade ihre Genauigkeit 
darin zeigen , diefe Unverträglichkeiten durch unge- 
reimte Formen oder unausführbare Verrichtungen an- 
zuzeigen; denn die Synthefis, wie ich fchon gefagt 
habe , drückt nur die Verhältniffe des Dafeyns unter 
Quantitäten aus; die Analyfis aber rächt diefe allein, 
fondern auch die Verhältniffe der Unverträglichkeit, 

t 

Selbft in dem Falle, weim eine Formel, indem 
fie unmögliche Verhältniffe ausdrückt, auf, deren Na- 
tur felbft dpreh die Anzeige gewiffer unausführbarer 
Verrichtungen hindeulet, kann fie doch dmch r^gel- 



' müfsige Umfotmungen der Algebra auf eine klare 
Form gebracht Averden. Aber dann drückt fie nur 
die Eigenfchaften des Syftems aus, die unter einander 
nicht unverträglich Avaren. Sind diefe Eigenfchaften 
nun diefem und mehreren anderen Syftemen gemein, 
fo gehört diefe Formel allen zugleich, und folglich 
mufs lie durch die Umformung allgemein genug ge- 
AA'orden feyn, um lie auf jede insbefondere anwend- 
bar zu machen. Diefs i(l der Grund , Avarum eine 
Gleichung, die gemacht Avard, um irgend eine befon- 
dere Eigenfchaft auszudrücken, zu einem mehr oder 
minder erhöhten Grade ßeigt, je nachdem diefe Ei- 
geiifchaft einer gröfseren oder geringeren Anzahl von 
Syftemen gehört. 

66. Man lieht leicht ein, dafs man fo auf eine 
, gcmeinfchaftliche Form alle Gleichungen zurückführen 
kann, die von einander nur durch Zeichen, in der 
allgemeinftcn Bedeutung genommen, verfchieden find; 
denn man kann immer durch die geAVÖhnlichen Um- 
formungen der Algebra alle Wurzclgröfsen verfchAvin- 
den lallen, und fo gleich die Formeln dahin bringen, 
nur durch die Zeichen und — verfchieden zu 
feyn, Avelche fich entl^rechende Ausdrücke alficiren. 
Aber diefer letzte Unterfchied verfchAA’indet eben lo, 
Avenn man alle Ausdrücke, die -f- haben, in ein 
Glied , und in das andere alle Ausdrücke , die — ' ha- 
ben, bringt, und darauf alles zur zAveyten Potenz 
erhebt. 

Wenn man alfo Avillkührlich die Zeichen, die in 
eine genaue Formel gehören, veränderte, indem nia» 
für das Zeichen oder — oder überhaupt für den 



natürlichen CoelRcienten i jeder Quantität irgend 
cipen andern CoefTicienten, aus den Wurzeln der 
Einheit genommen , fetzte , fo würde die fo verän- 
derte Formel demohngeachtet durch die bloCsen ge- 
wöhnlichen Umformungen der Algebra auf eine ge- 
naue und klare Formel gebracht werden können. 

' Durch diefe Verfchiedenheit in den Zeichen zei- 
gen fich in den Formeln, welche für verfchiedene 
correlative Syfteme paHen, die Abweichungen, die fie 
charakterifiren. Bildet man eine allgemeine Ueber- 
ficht diefer Verfchiedenheiten , fo zeigt man dadurch ' 
die Mittel an, auf das eine die Formeln anzuwenden, 
welche man gefunden haben könnte, indem man die 
Bechnung auf ein anderes gründete; und bringt man 
ße durch algebraifche Umformungen zur Identität, fo 
Endet man die Eigenfchaften, die mehreren ' unter 
ihnen oder allen gemein ßnd. 

67. Wir wollen z. B. aimehmen, man habe 
awey Syßeme von Quantitäten', deren eines aus 

a:, y 

zufammengefotzt fey , und fo , dafs pian x y rr: « 
habe, das andere aus 

«» /» 

und fo, dals .x' — y'— a; fo find diefe beyden Sy- 
fteme offenbar in einfacher, aber indirekter Correla- 
tion, weil fie, wenn man das Zeichen von y verändert, 
identifche Formen annehmen. Diefs angenommen, 
wollen Avir mit diefen zAvey verfchiedenen Formeln 
diefelbe Umformung vornehmen, nachdem Avir vor- 
her in der erften y und a, und in der zAveyten die 


Digitized by Googl 


f 


137 '.’j 

entfprechenden [Quantitäten y' und a vcrfetzt haben, 
■woraus ' , 

X — a — y , und 5' — a ~ y entlieht. 

Erheben wir nun diefe heyden letzten Gleichun-’ 
gen zur zweytcn Potenz, fo erhalten wir 
x^ — 2ax-\- z=r y® und — fl a *'-}*« * y'^t 

Formeln, -die durchaus ähnlich find, wenn fie gleich 
aus anfangs verfchiedenen Formeln gezogen lyid. 

Man kann alfo jede diefer Umgeformten anfehen, als 
drücke fie die gemeinfcbaftlichen Eigenfchaften der 
ZAvey aufgeftellten indirekt correlativen Syfteme aus, 
indefs die Eigenfchaften, die eines von dem andern 
unterfchciden , nur aus den erften Formeln x-^-y:zza 
und x' — y — a gezogen werden können. 

Es ill bemerkenswerth, dafs die erfie diefer Glei- 
chungen die ift, welche die Natur der Ellipfe aus- 
drückt, wenn man Ce auf- ihre Brennpunkte bezieht, ' 
und als Coordinaten x, y die Entfernungen jedes 
Punktes der Curve von diefen Brennpunkten an- 
nimmt. Eben fo drückt die zweyte die Natur der 
Hyperbel aus, auf gleiche Weife auf ihre Brennpunkte 
bezogen. Die gjlmeinfchaftlichen Eigenfchaften der 
^ Ellipfe imd der Hyperbel find alfo durch die, beyden ' . 
gemeine , Gleichung 

' I , 

z* — Art X ■+■ n® — O 

ausgedrücht, indefs man die Eigenfchaften, die fie 
unterfcheiden,/nur direkt aus den eiTteii vorher gege- 
benen Formeln erhalten kann. 

Wir wollen ferner ztvey Syfteme von Quantitäten • 
annehmen, eins, das aus den vier Quantitäten ^ 

a, J, a:, y 
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befteht, unter denen man die Gleichung 
z=z — b^ hat ; ' 

das andere, das aus den vier Quantitäten / 

' n f b f X f y 

«ufammcngefetzt ift, wo 

— b^x'^ ^ a^b^. 

' Zwifchen den Quantitäten , die dieCe beyden Sy« 

, ßeme ausmachen, ift weder direkte noch indirekte ^ 
Correlation, weil man nie die beyden Gleichungen 
auf eine Form bringen kann, man mag ihre Zeichen 
verändern wie man Avill. Setzt man z. B. — x ftatt 
X, fo behält das Quadrat x^ demungeachtet dalTelbe 
Zeichen. Aber es ift eine complexe Correlation iwi- 
fchen den beyden Syftemen, d. h. eine einfache in- 
direkte Correlation , nicht zwifchen den Quantitäten . 
felbft, von denen wir eben fp rachen , fondern zwi- 
fchen dep ähnlichen Funktionen diefer Quantitäten 
felbft. Statt das erfte Syftem als aus «, ä, a, y aufam- 
mengefetzt zu betrachten, können Avir es nur als aus 

a®, y»/ 

den Quadraten der erften, beftehend anfehen. So kann 
das zAveyte aus ^ 

a'*, y'* 

den Quadraten der entfprechenden Quantitäten, be- 

t 

flehen. Wir fehen, dafs eine einfache imiirekte 
Correlation zAvifchen den Quantitäten n*, b^, a®, y* . 

' des erften und a®, t®, a'®, des zweyten ftatt fim 
>det, weil man nur das Zeichen der letztem y'® zu 
verändern braucht, uni die Formeln durchaus ähnlich 
zu machen, ^ ' 
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Dieb angenomincn , Avollen wir mit den beydcn 
Formeln eine gemeinfchaftliche Umformung vorneh- 
men , indem wir blofs alles zur zweylen Potenz er- ' 
helfen dann werden wir 

a^y^ b* — ca^b*x^ -f- b‘^ x* , und ■ 

^4 y'4 — a‘>^b* — 2 a» b* -I- 
erhalten, Gleichungen, die durchaus von derfelben 
Form find, und die l'olglich die gemeinfciiaftlichen 

f * 

Eigenfchaften beyder correlativen Syfteme ausdrüchen, 
obgleich ihre Correlation complex ift. 

Die erfie diefet Gleichungen ift die für die Ellipfe 
auf die grobe Axe bezogen, indem man die Abfdiiren 
vom Mittelpunkt^ aus, und die Ordinalen rechtwink- 
licht nimmt; die zweyte ift die für die Hyperbel eben 
lo auf die «rfte Axe bezogen. 

Die letztem Gleichungen, die wir eben gefunden 
h^ben, enthalten alfo die Eigenfchaften, die diefe 
beyden Curven gemeinfchaftlich haben, indefs die 
Eigenfchaften, , welche' die eine von der andern unier- 
fcheiden, nur aus den erften Gleichungen 
n»y» a»A» — i»«» und 
a»/» r= — a» J* 

gezogen werden können. 

Gß. Eben fo wie man ein gemeinfchaftlichet Re. 
fultat erhält, was folglich die gemeinfciiaftlichen Ei- 
genfehaften beyder Curven in fich fafst, wenn man 
die Gleichung für die Ellipfe und die Hyperbel zum 
Quadrat erhebt,» eben fo fchlie/st auch jede diefer 
erften Gleichungen, z. B. die der Ellipfe, die beyden 
Armen der Curve geiueinfchaftlichen Eigenfcliafteu 
ein, die man von einander abfondern kann, wenn 



man die Quadratwurzel aus diefer Gleichung zieht. 
Das Refultat diefer Verrichtung ift 

y i y" (aa—xx^ 
oder die beyden Wurzeln 

y — f(na — xx% 

a 

y in; — (na — X x). 

Nimmt man nun an , dafs die erfte Wurzel den 

Werth der Ordinate rechts von der Axe genommien 

bedeute, fo drückt die zweyte (38) <1®*! Werth einer 

gleichen Ordinate aus , die man auf der andern Seite 

der Axe nimmt. So werden diefe beyden Wurzeln 

die unterfcheid enden Eigcufchaften der beyden Arme 

derfelben Curve ausdrücken, l’o wie die befondern 

Gleichungen für die Ellipfe und Hyperbel die unter- 

fcheidenden Eigenl'chaften diefer beyden Curven aua- 

drücken, indefs ihre gemeinfchaftlichen Eigenfchaften 

in einer oder der andern ^ diefer Gleichungen felblt» 

/ 

zum Quadrat erhoben, enthalten find. 

Der Unterfchied zwifchen den beyden Armen 
derfelben Curve kann, Avenn man Avill, nodh deutli* 
eher gemacht werden, Avenn man die Curve auf eine 
andere mit der erften parallele Axe bezieht. Ihre 
Entfernung von der erften fey a, fo AVird die Glei- 
chung für den erften Arm 

y — a 4- (a a—— x x)j 

die für den zweyten 

y — a — • y (aa — xx). ' 

' a 

J 

\ 

• • * * 
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In diefeii Gleichungen ill die Verfchiedenhelt der 
Form merkbar, und läfst fo die unterfcheidenden Ei- 
genfchaften der beyden Arme der Curve, ■welche fie 
i'usdrückt, heller erkennen. 

69. Diefs ift, nach meiner Meynung, die Avahre 
Theorie der Quantitäten, welche in der Analyfis un- 
eigentlich pofitive und negative genannt Averden. Ich 
' fagc uneigentlich, denn es il’t klar, dafs es in der 
That keine an fich pofitive oder negative Quantitäten 
giebt, fondern bloCä abfolute Quantitäten, die zu an-’ 
dem hinzugefügt, oder Avenn fie die kleineren find, 
von andern abgezogen AA'erden können. Die Aus- 
d.iieke pofitiVi und negativ bezeichnen nur die 
Gleichförmigkeit oder Nicht- Gleichförmigkeit der^r, 
die man fo nennt, mit den ihnen im Urfyftem ent- 
fprechenden Quantitäten, Avas man AVfnigftens ftill- 
fcliAveigend als Maafsftab zur Vergleichung annimmt. 
Wenn die Eigenfchaften diefes Urfyltems durch klare 
Formeln ausgedrückt find, d. h. durch folche, die 
keine ungereimte Quantität enthalten und keine un- 
ausführbare Verrichtungen anzeigen, und man diefe 
Formeln auf ein anderes Syftem aiiAvenden Avill, fo 
Averden die Quantitäten, Avelche man pofitiv nennt, 
diejenigen feyn, deren Zeichen man nicht zu verän- 
dern braucht i die negativen aber diejenigen, deren 
Zeichen man von -f- in — A'erAvandeln mufs, und die 
eingebildeten die , deren Zeichen von -f- fich in 
y' — 1 verändert, oder deren Quadrat, Cubus und 
fonftige Funktion das Zeichen verändern mufs, damit 
die Formeln des Urfyftems, ohne ungereimte Quanti- 
täten oder una,usführbare Verrichtungen zu enthalten, ' 


fortdauernd unmittelbar anwendbar auf das betrach- 
tete Syltem feyn mögen. 

So ift eine negative Quantität nicht die. welche 

— als eigenes Zeichen hat, Aveil keine Qtfantität ein 
ihr eigenes Zeichen haben kann, fondern die, die — 
als Zeichen der Correlation hat. Es ift der Unter- 
fchied zAveyer abfoluten Quantitäten, von denen die 
uifprünglich grüfsere durch die ftufenweife Verände- 
rung des Syftems die kleinere geworden ift. Ueber- 
haupt find pofitive, negative und eingebildete Quan- 
titäten im Allgemeinen nichts anders als • algebraifthe 
Formen, die, wenn man Tie in die klaren Formeln * 
des Urfyftems für die abfoluten Quantitäten fetzt, avo 
die Zeichen -j- und — keine andere Funktion haben, 

;al« ausführbare Verrichtungen anzuzeigen, diefe For- 
meln unmittelbar auf das betrachtete Syfiem,’ Avenn, 
man es nach und nach in allen möglichen Zuftänden 
der Umformung betrachtet, anwendbar machen, ob- 
gleich die Rechnung nur für die befondere Lage ge- 
führt Avard, die man als Maafsftab zur Vergleichung 
annahm , und die Avir Urfyflera genannt haben. 

Wenn man z. B. Cagt, dafs der Cofinus eines 
Bogens, der gröfser als ein Viertheil des Umkreifes 
ift, negativ fey, oder dafs, Avenn man » den vierten 
Theil des Umkreifes kennt, man 

cof (» -f- n) “ — fiii a 

habe, fo heifst das, dafs die algebraifche , Form ' 

— fin a, in irgend einer Rechnune für die wahre 

JO '- / \ 

Quantität cof n gefetzt, nicht der Genauigkeit der 
Rechnung Schaden thut, fondern die Refult^te diefer 
Rechnung auf dorr Fall aiiAA'endbar macht. Wo der 
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Winkel !T+a ift; obgleich die Betrachtung auf der 
H^pothefe beruhte , dafs der Winkel blofs a fey. 

Eben fo,^ 'wenn man Tagt, dala 

— : z 

' t 

indem e die Zahl vorftellt, deren hyperbolifcher Lo* 
garilhme i ift , fo bedeutet diels , dalä das &Y~—x 
— z r 

und — — — zwey algebraifche Formen find, die, 
2 T — i 

^ ' 4 

■wechfelfeitig in irgend eine Rechnung gefetzt, die man 
zwifchen den A'vahren Quantitäten z und fin z führt, 
welche fie vorftellen , nicht die Genauigkeit des Rc- 
fultats, aber wohl feine Anwendung ändern, d. h. 
cs auf andere Fälle , als worauf die Betrachtung ge- 
gründet Avurde^ anwendbar machen. 

Auf gleiche Art hat Euler die Formel bcAvieftjn 
log ~ a zzz a _+ (2 m -|- i") r — i, 

Avo m irgend eine ganze Zahl und t den halben Um- 
kreis bedeutet. ^ Wir - erfahren , dafs — und 
log rtjj-(2m4- — I ZAAcy algebraifche For- 

men find, die, in irgend eine ZAA'ifchcn den Avahren 
Quantitäten a und log a geführte Rechnung gefetzt, 
nicht die Genauigkeit des Relultats ändern, es aber 
auf bey den erften Hypothefen un\'orhergcfehtjne Fälle 
anAvendbar' machen. Beym erften Anblick fcheinen 
diefe Subftitutionen algebraifcher negativer oder ein- 
gebildeter Formeln für wahre Quautitätep in den 
Formeln des Urfyftems zu nichts zu führen, Aveil fie 
in die Rechnung unvcrftändliche Ausdrücke bringen, 
aber AA'cnn fie legitim find, AVie die, \-on denen AA'ir 



oben fprachön, fo^ift die Entwickelung dicfcr For- 
meln, durch die blofsen Umformungen der Algebra, 
genug, um das, Avas fich darin imvcrftändlich und 
ungereimt fand, vcrfchAvinden zu lalTeh, und gerade 
hierin belieben, Avie ich fchon gefagt habe, die eige- 
nen Hülfsqucllen der Analylis, AVcIche der Synlhefis 
fehlen. 

70. Betrachtet man die Frage aus einem andern 
Gefichtspunkte, fo kann mau freylich Übereinkommen, 
durch die Zeichen -f- und — ftets Avirkliche Quanti- 
täten, die nur in entgegengcfetztein Sinn von einan- 
der genommen Averden, zu bezeichnen. Aber dann 
mufs man fich erklären, Avas man unter dem Aus- 
druck Quantitäten, in ^ entgegengefetztem Sinne ge- 
nommen, verßeht, und zeigen, dafe man eben fo mit 
Zeichen, durch die man fie unterfebeidet, A'erfahrcn 

darf, als rnan thut, AA'cmr man diefelbcn Zeichen blofs 
« 

zum Ausdruck ausführbarer Verrichtungen braucht. 
Das iß aber der fclxAvietige Punkt, und ich glaube 
nicht, dafs man ihn auflüfen kann, AA'^enn man nicht 
diefen in entgegengefetzter Richtung genannten Quan- 
titäten die Bedeutung derer beylegt, die ich direkt 
und invers genannt habe, und Avenigßcns fiillfcbAA'ei- 
gend das unterfuchte Syßenl auf ein anderes Gruud- 
fyfiem bezieht, das als MaaEsßab zur Vergleichung 
angenommen iß. Man iß nur a'ou diefer ßillfchAVci- 
genden Annähcntng entbunden, Avenn man mit dem 
Grundfyltem felbfl arbeitet, d. h. Avenii man fynthe- 
tifch verfährt, o'dcr nur die Zeichen als Abkürzungen 
gebraucht, und um ausführbare Verrichtungen anzu- 
zi’gen. Hat man dann eine Formel für das Urfyßem 

gefunden. 


i45 


I 


gefunden, und fie auf ein anderes anAA^enden, für 
das ße nicht gemacht iß, fo benutzt man, ßatt von 
neuem die Formel, die für den letzten Fall paTst, 
zu fuchen, die erfiere. Indem man nur die nöthigen 
Modifihationen darin vornimrnt. Diefe Modifikatio- 
1 nen beftehen, ^yie ich vorhin gezeigt habe, darin, 
z) ■\venn die Correlation direkt ift, blot nach den 
Fällen die abl’oluten' Werthe der Quantitäten zu 
ändern ; 

a) iß die Correlation noch immer einfach, aber 
indirekt, '• au fser den abfoluten Werthen diefer . 
Quantitäten, die Zeichen einer gröfsern’ oder ge- 
ringeren A'nzahl unter ßch zu ändern. 

5) Endlich iß die Correlation blofs eingebildet oder 
com^ilex, die Zeichen, nicht der einfachen Quan- 
titäten, die in die Formeln gehören, fondern der 
mehr oder minder zufammcngefetzten Funktio- 
nen diefer Quantitäten, zu verändern. 

Ift einmal die Veränderung der Zeichen in der 
unterfuchten Formel bewirkt, fo wird fie auf das 
umgeformte Syßem unmittelbar anwendbar, eben fo 
wie fie es vor der Veränderung auf das Uifyltem 
W-ar; und diefs umgeformte . Syßem kann jetzt als 
Maafsflab zur Vergleichung für andere /lienen, wenn 
man mit der für daßelbc geeigneten Formel neue 
Modifikationen vornimmt, welche die Veränderungen 
heifchen, die eintreten raüßen, nachdem das Syßem 
andere Umformungen leidet. ' 

So entfpringt diefe Theorie wefentlich' aus einem 
Grundfatz , der jOicht allein auf die hier behandelte 
Frage angewandt werden Kann, fondern auf alle 
I. li 
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Theile der Mathematik und der Dialektik überhaupt, 
und der darin belicht, immer die verfchiedenen un- 
bekannten Gegenftändc, die man vergleichen "vifill, 
auf dalTelbe bekannte Objekt zu beziehen, das man 
als Maafsftab zur Vergleichung annimmt. Durch die- 
fes Mittel löft man die SchAvierigkeit auf, und bringt 
die verwickelte Frage, das Verhältnifs zAvifchen zwey 
unbekannten Dingen darzultellqn , auf diefe beyden 
einfachen Fragen nämlich, das Verhältnifs jedes diefer 
unbekannten Dinge insbefondere, zu demfelben dritten 
bekannten Dinge darzultellen. Diefs ift bey allem der 
natürliche Gang des Geißes. 

71. Der ganze KunftgriiF der Numeration z. B. 
befteht darin, ein Mittel zu finden, eine kleine An- 
zahl" Ziil'ern in methodifche Ordnung zu bringen, fo 
dafs man blofs mit diefen Zift'ern alle mögliche Zahlen 
auf die Art darftellcn kann , dafs man auch theilweife 
auf fie Avirken und fo SchAvierigkeiten venneiden 
könne, indem man die Verrichtungen, die man mit 

V 

beträchtlichen Zahlen vorzunehmen bat, in eine Reihe 
theilweifer Verrichtungen an kleinen Zahlen A^erAvan- 
deit; d. h. an Zahlen, die klein genug lind, damit 
man lieh von jeder einen klaren Begriff bilden , und 
ße unmittelbar durch Aufmerkfamkeit und Gedächt- 
nifs mit' einander verbinden könne. Diefe ftellen alfo 
hier das Urfyftem vor, auf das alle andere Zahlen be- 
zogen Averden. 

72. So ilt jede Verrichtung der Arithmetik, als 
Addition, Subtraktion, Multiplikation u. f. aa% nichts 
als ein Verfahren, Avodurch man nach der Reihe auf 
die Einheiten , Zehner , Hunderter «. f. av. vorge- 


\ 
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ftellter Zahlen Avlrkt, ■'wenn fie felbft zu beträchtlich 
Inid, als dafs der Geilt geradezu das ganze Refnltat 
ihrer Zufammenltellung /fallen könne. 

73. Eben fo ift es mit der Algebra. Ihr Zweck 

ift, die Reihe der Verrichtungen anzuzeigen, die vch- 
genommen werden mülTen und die die Arithmetik 
ausführen foll, um ein gefuchtes Refultat zu erhalten. 
Man kennt nicht immer genau den .Werth einer 
Quantität, obgleich man weiis, dafs lie von andern 
gegebenen Quantitäten abhängt,' und das Gefetz kennt, 
nach dem fie rmn ihnen abhängt. Um ihn zu finden, 
inufs man die Hauptfrage auflüfen und auf mehrere 
einander folgende Verrichtungen zurückführen. Nun 
ift es gerade diefc Reihe von Verrichtungen, deren 
Natur man kennen, und welcbe-man durch belRmmte 
Zeichen anzeigen mufs , und in diefer Unterl'uehung 
und diefer Anzeige belleht die Algebra oder vielmehr 
die’ Analyfis, von der die Algebra, um eigentlich zu 
reden, nur ein Werkzeug oder eine cigenthümliche 
Sprache ift. ' 

74. In der Geometrie bietet eine Figur, die aus 
verfchiedenen geraden und krummen Linien zufara- 
mengefetzt ifi, die in verfchiedenen Ebenen gezogen 
lind, beym erßen Anblick dem Geilte nur ein ver- 
wirrtes Bild dar, und unbeltimmte V'erhältnilfe zwi- 
fchen ihren Theilen. Aber zerlegt man fie in ein- 
fachere Figuren und vergleicht nach der Reihe zwey 
und zwey, drey und drey, die dahin gehörigen Li- 
nien und Winkel , fo entdeckt man alle theilweifen 
Vcrhältnilfe, die man nachher verbindet, und das 
Refultat diefer Folge von Verbindungen ift 'die 

Ti 2 
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Kcnntnifä der verfchiedenen Eigenfchaften der au£ge- 
ßellten Figur. 

75. In der Analyfis des Unendlichen nimmt man , 
ein feftes Syftem von Quantitäten an, um als Maafs- 
ßab zur Vergleichung zu dienen. Nachher Hellt man 
fich vor, dafs diefes Syftem fich durch unmerkliche 
Stufen ändere; man betrachtet jede der Quantitäten, 
die das fefte Syftem ausmachen , als die Gränze der 
ihr im veränderlichen Syftem entfprechenden , und 
nennt den Unlerfchied jeder Veränderlichen von ihrer 

• Gränze unendlich hlcin. Nachher fucht man , durch 
Hülfe der Bedingungen der Aufgabe, Gleichungen 
zwifchen den Veränderlichen, ihren Gränzen und 
ihren Unterfchieden, die unendlich klein genannt 
■\verden: man fchaft't diefe letzten weg, durch eine 
zufällige Vereinfachung, die diefer Rechnung eigen 
ift, und daher entftcht, dafs diefe unendlich klein 
genannten Quantitäten, fo viel man Avill, abnehmen, 
und durch die ftufenAveife Annäherung und endliche 
Coincidenz des veränderlichen und feften Syftems zu- 
gleich verfchwinden können. Endlich bleiben die 
gefachten Gleichungen zwifchen den Veränderlichen 
und ihreu Gränzen nach, d. h. zwilchen dem Syftem, 
dell'cn Eigenfchaften man fucht, und dem Urfyftem, 
das als Maalsftab zur Vergleichung angenommen ift. 

76. Die Unterfuchung über direkte und inverfe 
Gröfsen, die wir hier abhandeln , hat viel Analogie 
mit dem, was eben über Analyfis des Unendlichen 
gefagt ift. Man nimmt eben fo ein fixes Syftem art, 
um als Maafsftab zur Vergleichung zu dienen; man 
betrachtet jed« der Gröfsen, die es ausmachen, als 




äie Gränze der ihr im veränderlichen Syftem entfprp- 
r.henden, oder den Ausdruck, auf den man fie be- 
ftändig Avährend der Veränderung bezieht; man 
nimmt den ünterfchied von zwey beliebigen Gröfsen 
des vorgeltellten Syftems, und man vergleicht ^liefen 
Ünterfchied mit dem ihrer beyderfeitigen Gränzen, 
indem man immer nur die abfoluten Werthe der 
einen foAvohl wie der andern betrachtet. So lange 
diefe Veränderlichen mit ihren Gränzen in direkter Ord- 
nung find, d,h. fo' lange die gröfsere von diefen beyden 
Veränderlichen, der gröfseren ihrer Gränzeh entfpricht, 
wird der Ünterfchied diefer Veränderlichen in direk- 
ter Bedeutung genannt; gehen aber diefe Veränder- 
lichen zur inverfen Ordnung über, d. h, wird die, 
die der gröfsem Gränze entfpricht, kleiner als die, 
welche der kleineren Gränze entfpricht, fo heifsl lie 
in inverfer Bedeutung. Denn um die Eigenlchäl'ien 
des vorgeltellten Syftems zki linden, fängt man damit 
an, die Eigenfcbaften des feiten Syftems zu fuchen, 
das als Maafsftab zur Vergleichung angenommen ifi,' 
und hat m^n die Formeln , die fie ausdrücken , ge- 
funden, fo eignet man fie für das correlative., vorge- 
Itellte Syltem, indem man fiir die Quantitäten, die 
das fefte Syfiem ausmachen, die Werthe der Correla- 
tion des neuen fetzt, d. h. indem man mit den er- 
ftern, fowohl in Hinficbt auf abfoluten Werth, als 
auf Zeichen, die Veränderungen vprnimmt, welche 
der ünterfchied des Wefens diefer Syllerae erfordert. 

77. Ich fchlielse diefen erften Abfchnitt mit einer 
Bemerkung, die mir fehr wichtig fcheint. Ich habe 
fchon gefagt, dals die Hegeln für die Zufammenftel- , 
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l|mg der Zeichen in algebraifclien Veirichtnngen nur 
bewiefen ■\verden können, wenn diefe Verrichtungen 
ausführbar find; dafs z. 15. 'cs nicht möglich ift, auf 
eine gemigthuende Art zu beweifen, dafs 
, — a . — 

. In diefemFall alfo, und in allen Füllen, wo dieVe^ 
richtungen, die ausgeführt Averden follcn, fich nicht 
mit Avahren Quantitäten befchäftigen , d. h, mit Avirkli- 
chen und pofitiven, kann man fie nur preeär ge- 
brauchen. Ich darf felbft hinzufngen, dafs fie dann 
Ausnahmen unterAVOrfen find , und dafs z. B. in die- 
len Fällen minus durch minus nmlliplicirt, nicht immer 
plus giebu 

Wir Avollcn T“ (n — 1>) • (n — h) annehmen, fo 
haben Avir nach den Regeln für die Zufammcnftellung 
der Zeichen 

T(a — h) . T(a^h) = rC"* — + 

Eine Gleichung, die bey allen Werthen von a und b 
ftatt haben mufs, fo lange d. h. fo lange n — b 

eine* Avahre Quantität ift. Wäre diefe Regel auf ne- 
gative Avic auf porfitive Quantitäten aiiAvendbar, fo 
M'ürde diefclbe Gleichung beftchen, Avenn a kleiner 
als b Avürdc; das ilt aber nicht der Fall: denn Avenri 
Avir zum Beyfpiel a — o annehmen, fo bringt man 
die Gleichung auf ^ • 

Y'—b . T — b = T+b^ = b. ‘ 

Diefs ift aber faifch: denn, Avie jeder AVeifs, ift 

■-r—b . r— 6 = —b. 

Die Regel der Zeichen ift alfo in diefem Fall einer 
Ausnahme unterworfen. 
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Eben fo ift £ log a =: log , fo lange a eine 
wivkliclie Quantität ift. Wäre die Regel auf nega- 
tive Quantitäten anwendbar, fo hätte man 


alfa 

2 log — rt = log ( — a)^ — log n*, 

1 

■ V 

1 « * 

oder 

( 

3 log — n = 2 log a. 

\ 


log — a — log a. 

1 


welches falfch iß, und aus dicfem Irrthum iß der 
Streit über die Logarithmen der negativen Quanti- 
täten entftanden. 


Alfo find die Regeln der Algebra Ausnahmen un- 
terworfen, wenn die Verrichtung nicht an wahren’ 
Quantitäten vorgenommen wird; alfo giebt es hein 
Mittel n priori, die Regeln der Analyfis zu beweifen, 
die ohne ünterfchied pofitive, negative oder einge- 
bildete Größen behandelt. Alfo kann ihr Verfahren 
nie durch Uebereinßimmung der Refnltaie der Spr- 
thefis gerechtfertigt Avcrden, und durch das Ver- 
trauen, was die beßändigc Genauigkeit ihrer verifi- 
cirten Relültate geben inufs. Deswegen fuchten diö 
erßen Mathematiker, die von ihr Gebrauch machten, 
immer die Kette der erkennbaren oder fyiuhetifchen 
Wahrheiten wieder anzuknüpfen, wenn lie ihren Ge- 
genßand durch die Kette der hieroglyphlfchen oder 
analytifchen Wahrheiten erreicht hatten. - • 
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Zwcytcr Abfchnitt. 

Darßellung der Art, die Correlatlon verfcbledener 
Figuren und die jedesmaligen Stellungen der verfehle* 

t 

denen Tbeile einer Figur zu finden. 


78* ich im erßen Abfchnitle gefagt habe, be* 

trifft alle Arten von Quantitäten; jetzt Avill ich es 
verfnehen, diefe allgemeinen Grundfätze auf geome» 
trifche Quantitäten insbefondere anzuAvenden. 

In diefem Abfchnitt Atdll ich eine Art fuchen, die ‘ 
' geeignet fey, fowohl durch die getvöhnlichen Zeichen 
. der Algebra , als auch durch andere IVIerkmahle, über 
die man eins geworden iff, und durch fyffematifche 
Anordnung der Buchftaben,. durch Avelche man die 
raerhwürdigen Punkte einer Figur ausdrückt, fotvohl 
die Correlatlon verfchiedener Figuren darzuftellen', die 
auf ein Urfyftem bezogen werden können, als auch 
die jedesmalige Stellung der Punkte, Linien, Winkel, 
Flächen u, f. ^y., die zur Zufämmeüfetzung eines 
jeden gehören , zu bezeichnen. 
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Wir wollen zwey beliebige Syfteme annehmen, 
die aus einer gleichen Zahl von Punkten beftehen, 
welche ^ber verfchieden geordnet find. Nun wollen 
vvir eins mit dem andern vergleichen, und die Punkte 
des erften, in Avelcher Ordnung man will, mit den 
Punkten des zweyten. Sich entfprechende 
Funkte follen die helGsen,. die fo zAvey und zwey 
verglichen find , einer im elften , der andere im 
zweyten Syftem, 

Ferner wollen wir annehmen, dafs in jedem von 
diefen Syftemen man diefelbe Zahl gerader ' Linien 
ziehe, diefelbe Zahl von ümkreifen befchreibe, fie 
durch diefelbe Zahl von Ebenen fchneide, indem man 
immer diefe geraden Linien, Urakreife und Ebenen 
durch fich entfprechende Punkte führt, und dafs 
endlich alles auf einer Seite ausgeführte es eben fo 
auf der andern fey. Es iß leicht einzufehen,' dafs 
zwey ähnliche Syfteme zu denen gehören, die ich 
correlative Syfteme oder correlative Figuren genannt . . 
habe; Punkte, Linien, Winkel, Bogen, Flächen, 
Maalse, die daraus entfpringen, und die auf gleiche 
Art in beyden Syftemen begründet find, werde ich 
eben fo fich entfprechend nennen.' Endlich nenne 
ich diejenigen Fünktiorfen, Formeln*» Gleichungen 
correlativ , die ihm analoge Eigenfchaften ausdrücken. 
Alle diefe Begriffe treffen augenfcheinlich mit denen 
übereinj die wir fchon im erften Abfchnitte ent- 
wickelt haben. 

1 

Die correlativen Figuien find deswegen nicht 
ähnliche; denn find fie gleich aus derfelbcn Anzahl 
fich entfprechender Theile zufammengef^tzt , fo kön- 
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nen diefe Theile doch verfchied^ne VerhältnilTe haben. 
Auch die correlativen Punkte find nicht Punkte , die 
auf ähnliche Art in verfchiedenen Syfiemen geordnet 
find, w,eil man fie wllkührlich fiellen kann. Sind 
diefe Punkte abei; ähnlich geftellt, fo kann man Tagen, 
dafs zwifchen den beyden Syftemen eine Correlatidn ' 
der Aehnlichkeit ift. Eben fo kann man. die Corre- 
latioh der Symmetrie unterfcheiden , wenn die ver- 
glichenen Figuren *) in der That fymmetrifch find, 
und endlich die Correlation der Identität oder der 
Congruenz, wenn die beyden Figuren durchaus ahn- ' 
lieh und gleich unter einander find. 

, Weil die Grundlage von jedem diefer Sylleme 
eine Vereinigung von Punkten iß, die in gleicher 
Anzahl in dem einen, wie in dem andern find, fo 
Eönnen wir uns vorftellen , dals , indem das -eine von 
diefen Syßemen fefl und als Maafsßab zur Verglei- 
chung angenommen iß, das andere fich unmerklich 

f 

verändere, fo dafs jeder von feinen Punkten ^ufen- 
Aveife fich dem eiufprechenden Punkte ira , andern 
Syfieme nähere, und endlich in ihn falle, fo dafs 
dann die beyden Syßeme lieh vertlftlchen und iden- 
tifch Averden Avürden. Eben fo kann man fich vor- 
fiellen, dafs, Avenn zwey Syfieme gleich anfangs iden- 
tifch gemacht find, eines von ihnen feß bleibe, und 
das andere fich unmerkbar davon entferne, indem es 


'*) Den ■wjhren Eegriff von fymmetrifchen Figuren hat Le- 
gen dre in feiner Gooineirie aufgtftcUt. A. d. Vf. 

i,. FZ. def. XVI. j>. »63. n. Not. i. p. »75. 

A. d. Utb. 
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. ftufenwcife feine Geftalt verändert,' und indem- jeder 
Punkt eine Stellung annimmt, die mehr oder minder 
der ähnlich ift, die er im Urfyftem hatte. 

Ich nehme alfo an, dafs man die Eigcnfchaften 
irgend einer Figur kenne, die ich als Maaftltab zur 
Vergleichung brauche, und fuche, "welche Modifika- 
tionen die Formeln oder Gleichungen erleiden mülTen, 
die dicfe bekannten Eigenfchaften ausdrücken, wenn 
man fie übertragen oder davon die AnAvendung auf 
correlative Figuren machen Avill. 

Wenn man alle correlativen Eiguren als verfchie- 
^ dene Züßände eines ürfyftems betrachtet, das fich 
durch unmerkliche Stufen verändert, fo kann man 
die , gefundenen Formeln als aßen andern gehörig an- 
fehen , und man mufs nur , um fie anzu wenden , in 
jedem befondern Falle “den verfchiedenen Veränder- 
lichen die ihnen gehörigen abfoluten Werthe geben, 
und die Zeichen fo verändern, wie cs die Alodifi- 
kationen,. welche das Syftem erlitten hat, verlangen. 

Im Gegentheil, wenn das Urfyftem und die fich 
darauf beziehenden Formeln gegeben lind^ fo kann 
man fragen, Avelches das correlative Syltem fey, auf 
das man diefe Formehi, fo oder fo modificlrt, bc- 
' ziehen könne ? ' , 

- Endlich kann man fragen, Avelche Formeln zu 
gleicher Zeit auf zwey Syfteme anAvendbar feyn kön- 
nen, d., h. Avelche allgemeine Formeln zu gleicher 
Zeit die, auf jedes diefer Syfleme insbefondere an- 
wendbaren, Formeln enthalten können? 

79. Um die Corrclation zAveyer Figuren darzu- 
ftellen, AVerde ich erft die Correlaiion der Punkte, 
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dann die der Linien, der Winkel, de): Bogen, det 
« 

Fläclieii u. r. w. dardellen. 

In Hinficht auf die Punkte unterfcheide ich ZAvey 
Arten von Correlation, nämlich die Correlation 
der Conftruktioii, und die Correlation der 
Stellung. Die Correlation der Conftruktion ift die, 
welche man zwifchen den Punkten zweyer Figuren 
aufftellt, wenn man fie in der Ordnung ihrer jedes- 
maligen Conftruktion betrachtet; die Correlation der 
Stellung diejenige, die man zwifchen eben diefen 
Punkten aufftellt, wenn man fie in der Ordnung be- 
trachtet, nach der fie auf den fie enthaltenden corre- 
lativen Linien geftellt find. 

Es feyen z. B. (Fig, 9 u. 10.) zwey Dreyecke 
AB €■, A' B’ C\ in welchen ich A und A', B und JS*, 

V 

'C und C für wechfelfeitig correlativ nehme. Aua 
den correlativen Funkten A, A' wollen wir auf die 
entgegengefetzten Seiten die Perpendikel AB), A' Df 
fallen lallen , fo werden die Punkte D , Dy in der 
Ordnung der Conftruktion , unter einander correlativ 
feyn. Aber wenn wir annehmen, dafs im erften 
Dreyeck ABC, das als Maafsftab zur Vergleichung’ 
genommen ift, D zwifchen B und C falle, während 
im zweyten der Punkt C lieh zwifchen Bf und D 
befindet, fo befteht die Correlation der Stellung im 
Ausdruck diefes Unterfchiede?. 

Um die Correlation der Conftruktion aofzuftellen, 
ift es genug, die ileihe der Punkte, die jede Figur 
beftimmen , hinzu fchreiben,* indem man fie in der- 
fclben Ordnung unter einander, jeden unter den ihm 
entfprechenden fetzt, wie hier. 

» K 

I 
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, Correlation der Conßruktion. ./ 

ißes Syßem . . i . . A B C D ' 

2tes Syßem A' E C L/, 

Daraus feh’ ich, dafs in der Ordnung der Con- 
ßruktion A' dem Punkte A, E dem Punkte B u. f. \v. 
entfpricht. Jetzt wollen wir auch die Correlation 
der Stellnng darßellen. Hier fehe ich, dafs, um 
diefe Correlation auszudriicken, man noth wendig an- 
^ zeigen nuifs, dafs D in der erfien Figur fich auf der 
geraden Linie ßC zwilchen B und C befindet; in 
der zw ey teil aber D' fich auf E C fo befindet, dafi 
C' zAvifchen E und D' liegt. Um diefe Modifikation 
anzuzeigen, iß es genug, die ZAvey Reihen der fich 
entfprechenden Punkte, nach der Ordnung, in der 
fie auf den correlativ'en Grundlinien BC, EC geßellt 
find, hinzufchreiben ; 

ifies Syfiem B IJ C 

2tes Syßem E C Lf. 

Die Linien , welche ^über diefen Reihen Von 
'Punkten gezogen find, zeigen an, dafs die Punkte > 
auf geraden Linien geßellt find, ^ ' , 

Auf eben die Art drücke ich die Correlation der 
Stellung zweyer Reihen von Punkten aus, die auf corre- > 
lativen Bogen einer Curve liegen, nur mit dem Un- 
terfchiede, dafs ich darüber eine krumme Linie Itatt 
einer geraden ziehe ; fo dafs , Avenn A, B, C, D AÜer 
Punkte find , die auf dem Bogen eines Cirkels in der 
Ordnung A^ B, C, D liegen, Avährend die ihnen eiit- 
fprechenden A', E‘, C', D', auf dem correUtiven Cir* 
kelbogen, in der Ordnung A\ C, E, Ef liegen, man 
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ihre Conelationen der Conftruluion und der Stellung 
fo ausdrücken kann; 

• Corrclation der Conftruktion, ■ 

iftes SjTtem A B C D 

ctes Syftem . . . . . A’ B' C If. 

Correlalion der Stellung, 
ifies Syftem .... 

2 tes Syliem .... ACEW. 

8o. Ueberhaupt um eine gerade Linie zu be- 
zeichnen, ziehe ich eine gerade Linie über den Buch- 
ilabcn, die ihre Punkte andeuten, und um einen Bo- 

t » 

gen einer Curve zu bezeichnen, ziehe ich über den 

Buchßaben, die ihre Punkte andcuten, eine krumme 

Linie. 

/ 

So bedeuten 

Tb 

CDt\ - ' ■ 

Bogen der Curve, AB, CDE, BCDF u. L w. Di^e 
Ausdrücke beziehen ficli gewöhnlicherweife auf Gir. 
kelbogen, "weil ein Cirkelbogen die einfachfte Curve 
ill, die zugleich als Maafsftab zur Vergleichung für 
andere dient, indem man he Avie einen Maafsftab ge- 
braucht, ihre verfchiedenen Krümmungen zu mellen. 

Ql. Da nach der Ordnung der Conftruktion die 
correlativen Punkte Durchfehnitte der cortelativen 
Linien find, fo Averden Avir oft Tagen inülTen', dals 
der oder der Punkt der Durchfehnitt von den oder 
den Linien fey,' Avelches Avir auf folgende Art ab- 
kürzen können. Um z. B; den Durchfebnittspunkt 
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Bweyer geraden Linien AE, CD auszudrücfeen, ‘ 
fchreibe ich » 

A~B ' ClT; 

d. h. die beyden geraden Linien Ci), mk einem 
Punkte zwifchen den beyden oben gezogenen Linien. 
So bedeutet diefe Abkürzung den Punkt des Zufam- 
mentrefl'ens der beyden geraden Linien AE, CD, fo 
■weit es nöthig ilt, verlängert. • ' 

Eben fo, um den Punkt des Zufammentreffens 
zweyer Bogen AE, CD einer Curve auszudrücken, 
fchreibe ich 

AE CD; 

um den Punkt des Zufammentrefl'ens einer geraden 
Linie AB mit dem Bogen einer krummen ^ zu be- 
zeichnen, 

AE CD oder CD AB. 

Sind zwey gerade Linien oder zwey Bogen, oder 
eine gerade Linie und ein Bogeji durch die blofscn 
Buchllaben a, h ausgedrückt, fo drückt man ihr 
Zufammentreifen fo aus 

a ' h. . -N 

So fieht man, dafs FAß CD z. B. die gerade 
> Linie vom Punkte F auf den Durchfchnittspunkt von 
AE und CD'gezogen bedeutet und 

ÄE' CD F<7 ' HK 

die Linie vom Durchfcbnitts'punkte der Linien,.^, CD, 
nach dem Durchfchnittspunkt der Bogen FO, HKs 
dafs ferner 

ÄE ' ÜB Fc 'hh’l^ ' 
der Punkt ift, wo der Bogen LM die gerade Linie 
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fnhneidct , die vom DurclifchnittspunUte der Lini^ 
viü, CI) nach dem Durchfchnittspunhte FG, HK ge- 
zogep Avivd. Eben fo ift es in andern Fällen. Diefe 
einfache Art der Bezeichnung verkürzt aufserordent- 
lich die Abhandlung. 

82. Um auszudrücken, dafs zAvey Punkte m ein- 
ander fallen , oder nur ein und derfelbe Punkt find, 
den man auf ZAVey Arten betrachtet, bezeichne ich 
feinen doppelten Ausdruck durch das Zeichen ^ , das 
ich Zeichen der Aequipollenz nenne. JZ. B. Avenu 
die geraden Linien yiß, CD im Punkte E zulänimen- 
trefien, fo fchreibe ich 

ab' CD :t: E. 

Treffen ZAVey gerade Linien AB, CD in demfel- 
ben Punkte zufammen, avo fich zAvey Bogen FG, HK 
Ixhneiden, fo fchreibe ich 

ab' CD :f:'FG' HM. 

Ueberhaupt bediene ich mich des Zeichens der 
Aequipollenz, um die Identität zweyer Gegenffände 
stuszudrücken. So bedeutet a ^ h, dafs der Werth 
von n derfelbe ilt, als der A'on b. In diefem Falle 
drückt es alfo dallelbe aus, als =; aber das Zeichen 
der Aequipollenz ift zu gleicher Zeit auf. Punkte und 
auf alle Gegenffände anAA'^endbar , die eins für das 
andere gefetzt AA'erden können. 

' 83- ^<^h habe fchon gefagt, AA'ie ich die Bogen 

von geraden Linien untcricheide. Eben fo brauche 
ich auch die Abküi-zung ABC für den Winkel ABC. 
Um den Winkel zu bezeichnen, den zAvey gerade Li- 
nien AB, CD- bilden, fchreibe ich 


/ 

AU^ CD. 
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Eben 
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' Eben fo , um den Winkel auszudnicken , den 
zwej Bogen bey ihrem Durchfchnitt machen, fchr«* 
be ich ' • 

AB '' CD. 

Für Oberfläche oder Fläche ABCD Ichreibe ich 
AüCJJ. 

Um den Winkel auszudrücken, den eine T-inte 
mit einer Fläche macht, fch reibe ich - 

' Jb CliEFtr. 

Um den Winkel auszudrücken, den zwey Flächen 
bilden, fchreibe ich 

'ABC ^ UeFÖ. 

j 

Sind diefe Linien oder Flächen durch blofse 
Buchflaben a, by c, d bezeichnet, fo bezeichne ich 
die Winkel, die lie bilden, fo : 

a by a Cy b d u. l. yv. . ' 

Ich begnüge micb uüt diefer kleinen Anzahl Ab* 
Kürzungen, unä werde Ce felbft nur im Nothfall ge* 
brauchen; aber man fieht, dafs ihr Gebrauch fehr 
leicht iß, und da(s Ce viel dazu beylragen, einen 
deutlichen Begriff von den Gegenftänden zu geben 
und die Vergleichung der Gegenftände, die aus ver- 
fchiedenen SyCemen gezogen find, durch Hülfe der 
Tafeln der Correlation klar und fafslich machen. 

84 * Was Linien, Winkel, Bogen, Flächen, kör* 
perlichen Inhalt und fonftige Werthe betrifft, mufs 
man die Correlation der Quantitäten oder abfoluten 
Werthe, und die Correlaüon der Zeichen unter* 
fcheiden. 

. . L . ^ 


Dgilized by Google 



1Ö2 

Man ftellt die Correlation der abfoluten Werthe 
auf, wenn -man die fich eiufprechenden Quantitäten 
blofs eine unter die andere fchrelbt. So z. B. wenn 
man zwey Syfteme von Quantitäten hat, von denen 
das eine aus den Quantitäten A, By C, I> u. C av. 
befteht, das andere aus den correlativen Quantitäten 
a, c, d u. r. Vf. , fo begründet man fo die 

Correlation der abfoluten Werthe: 
iftes Syftem . . . . A, B, Cy D n. {. vr. 

‘ates Syßem . . . . «, A, c, d u. f. av. 

' Diefs Avird immer leicht gefchehen können, Avenn 
man nur die vorhin erklärte Correlation der Con> 
firuktion hat, Aveil man nur die Funkte zu nehmen 
braucht, Avelche diefe Quantitäten nach derfelben 
Ordnung der Couftiuktion in den beyden vergliche- 
nen Syftenien beftimmen. 

Bey den Dreyecken >4 ß C D, A'BfCiy (i^. 9 
und 10.), die Avir fchon vorher betrachtet haben, ift 
die Correlation der Conftruktioh unter den Funkten: 
»ßes Syßem A B C D 

fites Syßem A' S C U. 

Man kann alfo ohne SchAVierigkeit fchliefsen, dafs 
man folgende Correlation zAvifchen den abfoluten 
Werthen der Linien, der Winkel und der Flächei^ 
haben, Avird. 

. • Correlation der abfoluten Werthe: 

ifies Syßem AB, A C, B C, BD, CD, AD, bÄ C 
fites Syßem AC, WC, ~BD', ~CB^, 'Älf, ß!k' C 

Abc, a^b, bäd, ckD, aWc, äWd, a cjj. 
'[A'ß'C, A'bBl, EA'U, CA'U, ABU, AFWÜ, AcIt. 
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Das gefchieht, Wenn man gleich anfangs in einer, 

- Folge die Reihe- aller Quantitäten dea erßen Syftems ' 
fchreibt, die man mit denen dea aweyten vergleichen 
Will; und dann unter jeder von ihnen die Reihe der ‘ 
entfprechenden Buchftaben, -«eiche die entfprechen- 
den Quantitäten des zweyten Syftems beftimmen. 

So beftimmen die beyden erften Buchftaben A, B, 

, die man aus der Correlation der Punkte nimmt, nach 
der Reihe gefchrieben. die gerade Linie Äß: die 
ihnen entfprechenden Buchftaben B* des zweyten 
Syfte ms nach der Rei^ gefchrieben , die gerade Linie 
A‘B», welche' mit correlativ ift. Auf gleiche 
Weife beftimmen der zweyte, der erfte und der 
vierte Buchftabe des erften Syftems nach einander ge- 
fchrieben den Winkel BA^Ü; der zweyte, der erfte ' 
und der vierte Buchftabe des zweyten Syftems in 
derfelben Ordnung nach einander gefchrieben den 
'correlativen Winkel diefes zweyten Syftems, 

d. h. BAD und B»A*D* find correlative Quantitäten. 

Eben fo ift es mit den andern. 

Man fieht daraus, dala im Allgemeinen die Cor- 
relaüon der Quantitäten oder abfoluten Werthe nur ■ 
von der Correlation der Conftrüktion abhängt. 

85- Hat man die Correlaüon der Conftrüktion ' 
aufgeftellt, fo geht man zur Correlation der Zeichen; 
diefe hängt von der Correlation der Stellung ab. 

Z. B. in den vorher verglichenen Dreyecken war 
die Correlation der Stellung der Punkte ( 79 ) ; 
iftee Syftem ..... bUC 
ttes Syftem B^ÖÜÄ. 

La ' 
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Ich fehe, ilaf* eine Inverfion zAvlfchen den Punh- 
ten D, C and den ihnen entfprechenden D', O vor- 
gegangen iß ; d. h. dafs fie ihre Ordnung verändert 
haben. Daraus fchliefce ich, dafs die beyden Syßeme 
nur indirekt correlativ find. Man muCs aifo nach der 
Keibc fliehen, welche Quantitäten direkt geblieben,' 
und welche invers gcAvorden find, und den erßem +, 
den andern — als Zeichen der Correlation gehen. 

In Hinficht auf das Syßem, welches als Maafsfiab 
zur Vergleichung angenommen wird,- habe ich fchon 
getagt, dafs die Quantitäten, die es ausmachen, an 
lieh gar keine Zeichen haben, Aveil es blolse abfolute 
Wertlie find, aber dafs, Avenn man das Urfyflem als 
das erße correlative Syftem anfieht, man ihnen das 
Zeichen + geben kann ( 52 ). 

86* Correlation der Zeichen aufgcßelit, fo 

leitet man daraus die Werthe 'der Correlation, Aveil 
fie aus den abfoluten ViTerthen mit ihren Zeichen 
zufammengenommen beftehen. Wir Avollen alfo diefe 
Werthe der Correlation nach der Folge für jede der 

» 

Quantitäten auffiellen, Avelche die beyden vergliche- 
nen Syßeme ausmachen. Hier iß das Refultat, AVel- 
ches ich gleich nachher bcAveifen Averde. 


I . 
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Allgemeine ^Tafel " der Correlation beydex 
S y ft e m e. 

ifics Syftem; 1 +JTb + :JC^BC + BT)-{- CD 
fites Syftem |+ ÄTti* + A»C» + + JBTD<— CTD' 

C + ABC + Ads^BAD + CAD 
1 + Jnj^+ B*A>0 +A*B^O + A^ÖB^ + B‘AtD»—C‘AtD» , 

■ ^ ■ . . f 

+ ZTbc + Tbd + Tel), 

+ TBl)‘ + TBn)^ — TÖD*. 

Um diefe Tafel der Correlation zu be weifen, 
ftelle ich mir vor, dafs das Urdreyeck ABCD fich in 
A'B* C‘ U* durch die BcAvegung des Tunktes C auf 
CB verändere, vermöge deren er fich zwifchen B und 
D ftellt. Diefs feftgefetzt , fo fche ich , dafs bey die« 
fer Bewegung keine von den Quantitäten AB-, AC, 
BC, BD, AD weder durch o noch durch oc geht. 
Alfo find diefe Quantitäten im zweyten Syfteme di- 
rekt (49) ; alfo ift das Zeichen der Correlation fiir 
jede von ihnen in diefem zweyten Syfteme 4 - , wie 
es auch die Tafel angiebt. Im Gegentheil geht 
Cd, um C*D* zu Averden, durch o in dem Augen- 
blicke , wo C in D fällt. Qiefe Quantität kann alfo 
' invers Averden, und Avird es in der That, denn im 
Urfyftem hat man CD = BC — BD, und im umge- 
formten Syfteme ira Gegentheil C‘ D‘ ~ B* D*— B' C*. 
Alfo ift das Zeichen der Correlation für C‘D‘ — , Avie 
^es die Tafel auch zdgt. 

Eben £0 geht offenbar Avährehd der BcAvegung 
des Punktes C keine der Quantitäten BAC^ ABCj 

- bJ^D, ABC, ABD Aveder durch o» noch 

durch 9C. > 
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Alfo ift das Zeichen der Correlation für jede von 

ihnen im i^mgeformten Syfteme +; aber CAD, ACt) 
verfchwanden beyde in dem Augenblicke , wie C in 
D fiel : diefe beyden Quantitäten Können alfo invers 
geworden feyn, und das ift in der That der Fall, 
denn im erften Syftem hat man CAD—BAC — BAD, 
und im Gegentheil im umgeformten Syftem C*A*D‘ 
z=iB^A*D* — B*A^C*. Eben fo hat man im erften 

Syfteme ACD =r ABC — ABD; und im zweyten 
im Gegentheil A‘ C‘ D* = A* B< D> — ÄJWC*. Alfo 

find die Quantitäten C*Ä‘D‘, A‘C*D* invers; alfo ift 
ihr Zeichen der Correlation — , wie es die Tafel 
giebt. Alfo ftellt diefe Tafel genau die Correlation 
der beyden vorgeftellten Syfteme vor. 

Es, folgt daraus , dafs , ^ wenn die Eigenfcbaften 
des Urdre'yecKs auf irgend eine Art durch Formeln 
ausgedrücKt Avären , oder durch Verhältnilfe oder 
Gleichungen, die nur die in der Tafel aufgerechneten 
Quantitäten enthalten, man, um diefe Formeln auf 
das umgeformtc Syftem anwendbar zu machen, für 
jeden der darin befindlichen Werthe blofs den Werth 
der Correlation, der ihm im umgeformten Syftem 
efitfpricht, zu fetzen brauchte (s5). 

Man weifs z. B. , dafs in jedem DreyecKe, wo 
man einen FerpendiKel aus einem Winkel auf die ge- 
gennberftehende Seite fallen lieCs, wenn diefer Per- 
pendikel auf die Seite felbft fällt, folgendes Verhält- 
nifs hat. 

Die Seite, auf welche der Perpendikel herabge- 
lailen ift, verhält lieh zu der Summe der beyden 

I ■■ ' ! 
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andern Seiten, wie der Untcrfchied diefer bcyden 
andern Seiten lieh zum Unterfchied der Segmente 
' verhält. 

Aus diefem Verhältnifs erhalte ich für das Ur» 
fyrtera ' 

BC : ZB + ÄC = AB : BD — CD. 

Um diefs Verhältnifs auf das urogeformte Syfiem 
anzuwenden y fetze ich die aus der Tafel genomiüe- 
nen correlativen Werthe darin fie haben alle +' als 
Zeichen der Correlation, ausgenommen C‘ D*. Ich 
verändere alfo blofs das Zeichen von C* D‘ und mein 
Verhältnifs -wird ; 

WÖi : jFB* + =.' 27 b < — ÄJC^ : + €>0*. 

\ Man bat alfo, wenn der Perpendikel auliserhalb 
des Dreyecks fällt, folgendes Verhältnifs: 

' Die Seite , auf welche der Perpendikel fallt, ver- 
" hält lieh zur Summe der beyden andern Seiten wie 
der Unterfchied diefer Seiten zur Summe der Seg- 
'mente. 

Derfelbe Fall würde mit jedem neuen Dreyecke 
eintreten, auf das man diefelben Formeln anwenden 
wollte: man brauchte nur, wie ich gezeigt habe, die. 
Correlation der beyden Syfteme aufzuftellcn , welche 
offenbar direkt feyn ■wird, wenn der Perpendikel des 
«.• neuen Dreyecks auf die ihm gegenüberßehende Seite 
felbß fällt, imd indirekt, wenn diefer Perpendikel nur 
auf die Verlängerung diefer Seite fällt. 

< In diefem letzten Fall könnte man als Urfyßem 

I 

das annehmen , was ich als uaigeformtes Syftem be- 
trachtet habe; d. b. diefs als lyiaafsßab zur Vergleichung 
. für das neue Dreyeck nehmen, fo ■wird die Correla- 

I 

• ^ t - . 
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tion direkt' feyn; d. h. die Zeichen Averden diefelben 
in den Fomicln des neuen Sy ftems feyn, die fie in 
den Formeln find, welche wir für das eben betrach- 
tete Syftem C' gefunden haben. 

87. Zwey gerade Linien, die fich fclmeiden, bil- 
den vier verfchiedene Winkel, die man ja nicht ver- 
wechfeln mufs, wenn naan zwey oder mehr correla- 
tive Figuren vergleicht. • Deswegen will ich mich' 
jetzt mit der Art befchäftigen , wie man den Unter- 
fchied diefer Winkel in der Rechnung anzeigen 
kann. 

Gleich anfangs zeige ich die Richtung einer ge- 
raden Linie an, indem ich zwey beliebige Punkte 
diefer geraden Linie nenne, und den zuerlt fetze, von 
dem man annimmt, dafs er die Linie durch feine Be- 
wegung gezogen habe. Soi wenn man anninunt, 
dafs der Punkt m (Fig. ii.) durch feine Bewegung 
eine gerade Linie befchrieben habe, indem er von m 
nach n ging, zeigt m/i das an, was ich die Richtung - 
diefer geraden Linie nenne, und m, was ich unter 
'idfem Ausdruck, erfter Punkt oder Eiuftehungspunkt, 
bezeichne. Im Gegentheil bezeichnet um die diame- 
Rral entgegengefetzte Richtung. 

Ich fage, dafs zwey gerade Linien in derfelben 
Richtung gezogen find, wenn 'fie parallel find, und ^ 
noch mehr, wenn man ihre Richtungen in einander 
fallen lallen kann, wenn man fich vorftellt, dala- eine ' 
von den beyden,' parallel mit lieh felbft, fich fo be- 
wege , dafs ihr Entftehungspunkt in den Entftehungs- 
punkt^der andern falle. . 

I ' ' 
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Durch den Winhel , den 7.yvey beliebige gerade 
* 

Linien bilden , wenn fie von einem Punkte ausgehen, 
verftehe ich blofs<den Winkel, den in der That ihre 
Hichtnngen bilden, indem ich den ihnen gemcinfehaft» 
liehen Punkt als Eniftehungspunkt einer jeden an« 
nehme.' Wenn nn‘ und jyp* lieh in m diirchfchnei» 

- A 

den und ich den Winkel nmp bezeichnen' will , fo 
nenne ich ihn den durch mn, mp gebildeten Winkel, 
nicht durch mn, pm, und eben fo wenig durch nm 
und mp gebildet. Er wird bezeichnet 
nmp oder mn mp. 

Hierdurch kann rftan die vier Winkel, welche 
die geraden Linien pp> bilden, leicht unterfchei- 
den, weil nach ddm vorigen BegrilF man ' 

A A 

nmp T mn mp hat, und 
nmp* mn mp* 

A A • 

< p*mn* ^ mp* m n* 

p m n* mp m n*. 

Well die Scheitelwinkel gleich find, fo hat man 
z. B. nmp ^ p*mn*y und folglich mn mp mp* mn*. 
So lind diefe beyden Winkel, in Hinficht auf ihre 
'abfoluten Werthe, identifeb, aber nicht in Hinficht 
auf ihre Stellung. 

Zwey Nebenwinkel im Gegentheil find wechfel« 
feitige Supplemente. ■ So hat man 

m n mp* — ä tt — rhn mp, 
wenn man den vierten Theil des Umkreifes oder den' 
rechten Winkel « nennt. 

Statt die vorigen Winket, wie eben getagt ift, 
zu bezeichnen, indem man immer vom Durchfehnitta- 
punkte m aasgeht, kann man auf folgende Art den 
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AiisdrucI« allgemeiner machen. Um den Winkel 

A . 

nmp bezeichnen, fchreibt man überhaupt ' 

n'n 

indem man willkührlich auf der Richtung mji, 
und p‘ willkührlich auf der Richtung mp annimmt, 
doch fo, dafs die Richtungen p^p* diefelben 

feyen, als m/i, mp. So werden die vier Winkel, die 
durch die zwey geraden Linien nn', gebildet 
werden, fo unterfchieden, , 

A A 

nmp + n*n p*p 

A A 

nmp’ + nhi pp* 

'A A 

p*mn* pp nn* 
pmn* ^ p*p nn*. 

Ich dehne diefe Begriffe auf den Fall ans, wenn 
die verglichenen geraden Linien nicht in einer Ebene ' 
fey« Tollten, dann nenne ich den Winkel, der durch 
diefe beyden Linien gebildet wird, den, der zwifchen 
zwey andern geraden Linien ftatt hätte, die nach der 
Richtung der erßen, von irgend einem im Raum 
angenommenen Punkte aus, gezogen würden. • 

Ueberhaupt, wenn man zwey im Raum gezogene 
Linien durch AB, CD bezeichnet, fo Avird der Win- 
kel, derl fie bilden, durch AB CD bezeichnet, der 
ihm gleiche Scheitelwinkel durch BA''DC^ und die 
zwey Supplementswinkel, die auch gleich lind, durch 
AB DC und BA CD, Man hat alfo hnmef, wenn 
der rechte Winkel » heilst, 

JS''CD = BÄ^DC . - 

äb''dü = b2''cd 

äb''cd ÄB^'DC = s» ^ 

AB CD BA cd st. 
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Alle dier^r Gleichungen cntflehen augenfcheinlich 
durch einen einfachen Mechanismus in der fyftcmati- 
fchen "Anordnung und Veifetzung der Buchftahen, 
durch den man, wenn man mit ihm vertrant gewor- 
den ift, der Mühe überhoben wird, die Augen fo oft 
auf die Figur zu werfen. Nun weife man, dafe es 
ein grofeer Vortheil der Analyfis iß, dafe, wenn ein- 
mal die Quantitäten durch Buchfiaben oder fonßige 
Charaktere bezeichnet find, man ßch nicht mehr mit 
der vorgeßellten Sache felbß, fondern nur mit ihrem 
Symbol zu hefchäftigen braucht. 

£s iß klar , dafe man diefelben Begriffe auf Win- 
kel, die durch beliebige Ebenen gebildet find, an- 
wenden kann, indem man diefe Ebenen durch gerade 
Linien, die in ihnen felbß gezogen Find, bezeichnet, 
nnd welche aus einem Punkte ihres gemeinfcbaftli- 
cben Durebfebnitts perpendikulär auf diefem Durch- 
febnitte felbft errichtet find. 

gg. Da wir oft) Gelegenheit haben werden, 
von den Winkeln zu fprechen, welche die Seiten 
eines Vielecks unter fich felbFr oder mit feßen Linien, 
bilden, die als Maafeßab zur Vergleichung angenom- 
i^en ßnd, fo iß es nothwendig, in diefer Hinßcht die 
nöthigen Erklärungen zu geben, um jeder Zweydeu- 
tigkeit zuvor zu kommen. 

Man hat angenommen, dafs, wenn man blofs 
von den Winkeln eines Vielecks fpricht, man immer 
die verßeht, die zwey an einander liegende Seiten 
bilden, indem man als den Enlßehungspunkt von 
jedem den ihnen gemeinfchaftlichen Punkt annimmt; 



17 » ^ 

So find im Vieleck ABCDE (Fi^. 12.) die Winkel 
des Vielecks ' • - ■ 

Tb'äe ^ 

BA'WC u. f. \v. 

Aber man mufs diefe Winkel des Vielecks von 
denen unterfcheiden , die ich Winkel durch die Rieh- 
tnng des Umfanges gebildet nennen werde, fie mögen 
diels nun durch die Seiten unter einander, oder durch 
die Seiten und eine feile gerade Linie feyn, die als 
Maafsftab zur Vergleichung angenommen ift. 

Hier mufs man lieh vorßellen, dafs ein beweg- 
licher Punkt, indem er von einem Scheitel des Viel- 
ecks, z. B. ausgeht, das Vieleck befchreibe, wo- 
bey er immer der Richtung des Umfangs folgt, bis er 
wieder zu dem Scheitel gekommen ill, von dem er 
ansging, dann fchreibt mah Jeder der Seiten die Rich- 
tung des befchreibenden Punktes zu, und der Win- 
kel, den die Richtungen zweyer Seiten fo genommen- 
bilden, heifst der Winkel nach der Richtung des Um- 
fangs. So ift z. B.' der Winkel nach der Richtung 
des Umfangs , von den Seiten , die ßch ih B fchnei- 

A , 

^den, gebildet, nicht AßCy welches der Vieleckswin- 
kel ift; fondem A*BQj welcher durch die -Rieh tun» 
gen Aß, gebildet ift , oder 

Äß'^ßC = 2 t — $2''BC. 

Man fleht alfo, dafs in einem Vieleck, welches 
keine zurückgehende Winkel bat,' der nach der Rich- 
tung des Umfangs gebildete Winkel, das Supplement 
des Vielecks Winkels, oder das, was man äufseren 
Winkel nennt, ift. ■ ■ > 
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Der Unterfchied .zAvifchen Vielecfes'vvin'kel und 
dem Winkel nach der Richtung de« Umfangs findet 
bey allen Arten von Vielecken ftalt;- die Winkel mö- 
gen austretend oder zurückgehend, das Vieleck mag 
eben oder gebogen feyn, d. h. feine 3eiten mögen in 
derfelben Ebene liegen oder nicht. Eben fo veifteht 
man, was der Winkel durch zvvey Seiten gebildet 
fagen will, diefe Sellen mögen an einander liegeit 
oder -durch andere getrennt feyn, die folglich nicht 
in derfelben Ebene feyn können. 

Der Winkel nach der Richtung des Umfangs 
durch die verfchiedenen Seiten des Vielecks und eine 
beliebige fefte gerade Linie gebildet, heifst der, der 
ftatt haben würde, wenn man (Ich durch den Ent* 
fiehungspunkt diefer feften geraden Linie eine mit 
diefer Seite parallel laufende Linie gezogen vorRellte, 

V 

die zugleich nach d.<;rfclben Richtung liefe, welche 
man hch als die des Umfangs vorftellt. Diefe Rich- 
tung des Umfangs ilt willkührlich gewählt; ift üe 
aber einmal beftimmt, fo muls üe diefelbe für alle 
Seiten des Vielecks feyn, eben fo wie die gerade Li- 
nie, die man als Maafsftab zpr Vergleiqhung ange-' 
npmmen hat. 

. Man kann auch als fefte Linie eine von den Sei- 
ten des Vielecks felbft nehmen, aber dann mufs man 
immer einen Unterfchied machen, zwifchen der Rich- 
tung diefer Linie, wenn man ße als Maafsftab zur 
Vergleichung betrachtet, und derfelben Linie, wenn 
man ße als Seite des Vielecks betrachtet; denn man 
kann die Richtung des Umfangs ohne die Richtung 
der feften Uinle ändern, tmd umgekehrt. känn 
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diefe fefte Linie und die Seite des Vielecks, auf der 
lic genommen iß, nach Gefallen enfvveder nach einer 
und derfelben oder nach einer diametral entgegenge- 
fetzten Richtung gehen. 

09. Wenn ich in der Folge von dem Winkel 
fprechen werde, ivelcher durch die Seiten des Viel- 
ecks unter fich oder mit andern feßen Linien gebil- 
det wird, fo verßehe ich immer den Vieleckswinkel 
darunter, d. h. den Winkel, der durch diefe beyden 
Linien gebildet wird, wenn man ihren Durchfchnitts- 
punkt als den Entßehungspunkt einer jeden anßebt. 
Will ich den Winkel bezeichnen, der durch diefe 
Linien nach der Richtung des Umfangs gebildet wird, 
' fo werde ich es ausdrücklich anzeigen. 

. 90. Wenn von den Winkeln die Rede iß, die 

durch zwey auf einander folgende Seitenflächen eines 
Polyeders gebildet werden, fo mufs man fleh aus 
einem beliebigen Funkte der gemeinfehaftiiehen Kante 
zwey Perpendikularlinien gezogen vorßellen, die eine 
in der erßen Seitenfläche, die andere in der zweyten. 
Der Winkel, der durch diefe Linien gebildet wird, 
wenn man den Durchfehnitupunkt als Ehtßebungs- 
punkt einer jeden betrachtet, iß der Winkel des 
Polyeders, und fein Supplement udrd der Winkel 
feyn, welcher durch die beyden Seitenflächen nach 
der Richtung der Oberfläche des Polyeders gebildet 
wird. 

Oder was auf eins fainauskommt, man mufs die 
innere Wand des Polyeders von feiner äufseren untcr- 
fcheiden. Der Winkel, der durch die beyden inperen 
' Wände des Polyeders gebildet Wird , wenn man als 
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Entftchungslinie ihren gemeinfchaftlichen Durchfchnitt 
annimmt, ift dei[ Winkel des Polyeders, und fein 
Supplement ift der Winkel, welcher nach der Rieh» 
tung der Oberfläche des Polyeders gebildet ift. 

Man kann diefs für die Einbildungskraft deutll* 
eher machen, wenn man z. B. lieh vorftellt, dafs die 
innere Wand des Polyeders weifs, und die äufscren 
Seitenflächen fchAvarz find, und dafs jede Seitenfläche 
in’s üneitdliche verlängert in ihrer ganzen Ausdeh-^ 
nung immer diefelbe Farbe an derfelben Seite behalte. 
Dann ift der Winkel des Polyeders derjenige, der 
durch die weifsen Flächen gebildet wird, wenn man 
ihren gemeinfchaftlichen Durchfchnitt als die Ent« 
ftchnngslinie beyder annimmt; und der Winkel nach 
der Richtung der Oberflächen des Polyeders derjenige, 
welcher durch eine weifte und eine fchwarze Fläche 
gebildet wird, indem man immer annimmt, dab 
diefe Farben nach der Reihe genommen find, ohne 
von den Ebenen unterbrochen zu fe^n, und daft ihr 
Durchfchnitt die Entftehungslinie der verglichenen 
Oberflächen fey. 

Auf, diefe Art "wird man leichter begreifen, was 
ein Winkel fey, der durch zwey nicht auf einander 
folgende Seitenflächen gebildet wird, es mag ein 
Winkel des Polyeders, oder ein Winkel nach der 
Richtung der Oberfläche des Polyeders feyn. Eben 
dcrfelbe Fall ift es mit den Winkeln, die durch die 
■ Seitenflächen "des Polyeders und eine beliebige feile 
Ebene gebildet .werden, welche man als Maaftftab 
zur Vergleichung annimmt. Man kann irgend eine 
Seite diefer feiten unbeßimmten Ebene lieh vfreib 

.V . 
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vorßdlen, uml die andere fcbAvarz, dann verlieht < 
inan unter den Winkeln, die jede der Seitenflächen 
mit der feilen Ebene bildet, diejenigen, die durch 
ihre Aveifsen Oberflächen gebildet Averdep, Avelche nicht 
durch Ebenen unterbrochen find, Avobey man ihren 
gemeinrehaftlichen Dnrchfchnitt als Entftehungsliiiie 
annimmt Die Winkel durch die Seitenflächen mit 
der feften Ebene, nach der Richtung der Oberfläche 
des Polyeders gebildet, Averden die feyn, Avelche 
zAA'ifchen der Aveifsen Oberfläche der £bei\e und 
den febAvarzen Seitenflächen des Polyeders begrifl'en 
, find. 

, Wie man auch diefe Unterfchiede erkläre, fo 
find fie durchaus nöthig, um nicht die Winkel, von 
denen man fprechen Avill, mit ihren Supplementen 
zu verAvechfeln. Jetzt 'wollen Avir an einigen Bey- 
fpielen den Qebrauch zeigen , ilen man von den Cha> 
rakteren oder angenommenen Zeichen, die vorher 
erklärt find , machen kann , um die VerhältnilTe der 
Stellung zAvifchen den verfebiedenen Theilen derfel- 
ben Figur und den Theilen A'erfchiedener correlativen . 
Figuren unter fich auszudrücken. 

Erße Aufgabe. ' ' 

91. Die Cor relationen der Conllruk* 
tion und der Stellung, .Avelclte zAvifchen 
ZAvey beliebigen Dreyecken eintreten, dar- 
zull eilen (-Ffg. ,iS u. »4,); und zAvar fo, dafs 
man für eine diefer Figuren paffende For- 
meln gehörig modificire,n könne, damit 
fie, auf die andern anAVendb a r , AV erd en. , 

Wir 
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Wir woUeo das Dreyeck ABC als Maafsilab zar, 
Vergleichung annehmen, und die 'Punkte B, C,. 
die es beßimmen, in einer beliebigen Ordnung fchrei* 
ben , unter ihnen ebenfalls in beliebiger Ordnung die 
Punkte iW, N, P, die das zAveyte beftimmen, z. B, fp : 

ißes Syltein ABp ' 

, fites Sjftem . . . . . MNP ' 
fo iß oß'enbar die Correlation der Conßruktion ' dar» 
geßellt, und hieraus folgt, dafs man diele Correlation 
auf fo^viel verfchiedene Arten darßeilen kann, als 
es verfclüedene Arten giebt, die drey Buchflaben ’ 
JW, N, P den drey Btichßaben.^, B, C entfprechend 
zu machen , d. h. auf fechs Arten. . . 

Iß die Correlation der Conßruktion fo dargeßellt, 

£p folgt die der abfoluten Werthe leicht daraus, -weil, 
um z. B'. die gerade Linie zu finden , die im zwey- ^ , 
ten Syßein der geraden Linie AC des erßen entr 
fpricht, man nur die beyden Punkte M, P zu neh* 
men braucht , die tvecl^eireitig den Punkten A, C 
des erßen entfprechen, d. h. dals MP der Linie Äü 
entfpricht. Gleichfalls hat der Winkel BAC den ent« 
fprechenden Winkel NMP. Eben fo iß es mit den 
' andern. 

Es bleibt alfo nur übrig, die Correlation der ^ 
Stellung aufzußellen, %'on welcher die der Reichen 
abhängt. Aber es iß augenfcheinlich , dafs die Corre* 
lation zweyer beliebigen einfachen Drej'ecke, wie 
wir lie betrachten, d. h. ohne zugefügte Linien (wie 
z. B. die Perpendikel aus den Winkeln auf die ge* 
geuüberfiehenden Seiten feyn würden), immer direkt ' 
feyn mufs, weil eines von den Dreyecken lieh immer 
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durch unmerkbare Stufen in das andere verwandebi 
kann, ohne dafs eins von den feohs zu betrachtenden 
Dingen durch o oder durch oc gehe; denn um diefe' 
Veränderung zu bewerkßelligen , braucht man offen* . 
bar nur die Seiten gehörig zu veriuehreu oder zu 
vermindern. 

Alfo find die Formeln, -welche die Trigonometrie 
/zur Berechnung eines Dreyecks giebt, auf alle mög* 
liehen Dreyecke ohne Veränderung der Zeichen an- 
wendbar, vorausgefetzt, dafs man nur die fechs/*' 
Dinge, welche bey diefem einfachen Dreyecke zu 
betrachten find, in die Rechnung bringe, und nicht 
z. B. die Perpendikel oder die Winkel i welche die 
Perpendikel mit den anliegenden Seiten bilden. 

Man kann auch bemerken , dafs jedes Dreyeck 
mit lieh felbft auf drey verfchiedene Arten durch den 
Weg der Correlation verglichen werden kann,, denn 
wir können für das Dreyeck ABC folgende drey cor- 
relative Syfteme aufftellen : 

iftes Sy Item ABC 

fites Syftem ..... BAC ' i 

3tes Syftem ..... ACB. 

Zweyte Aufgabe. 

90. Die Correlationen der Conftrnktion 
und der Stellung zwifchen zwey Drey- 
ecken ABCDf MNPQ (^Fig. 15 u. 16.} aufzu- 
ft eilen, ln deren jedem ein Perpendikel 
AD, MQ aus einem Winkel auf die gegen» 
überftehende Seite gefenkt ift. - , 
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Digiti'.'' :: 


- Wir 'wellen die Figur ABCD als Maafsßab zur 
Vergleichung nehmen, und nach der Ordnung der 
Conftruhtion die vier Punkte jB, C, D, die die 
erfte Figur heftimmen , hinfehreihen; d. h. erft in 
einer heliehigen Ordnung die diey Scheitelpunkte 
A, B, C, indem man z. B. von A anfängt, dann ß, 
und dann C, und zuletzt den Punkt D fetzt, wo 
der Perpendikel auf die entgegengefetzte Seite BC 
föllt. 

Darunter wollen wir die entfprechenden Buch- 
ftahen der correlativen Figur MNPQ fchreihenj in- 
dem wir derfelhen Ordnung der Conftniktion folgfjn, 
oder vom Punkte M anfangen , von dem der Perpen- 
dikel herahgelafl'en ift, dann zu N, dann zu P, und 
endlich zu Q gehen, wo der Perpendikel auf die ge- 
genüherftehende Seite fällt, wie in der ürfigur. 

Diefe Anordnung gieht uns augenfcbeinlich die 
Correlation der Conßruktion der beiden Figuren, wie 


folgt;, 

iftes Syftem . . . . . ABCD 
Utes Syftera MNPQ, 


Statt N als den B entfprechenden, P als den C 

entfprechenden Punkt zu betrachten, hätten wir auch 

augenfeheinlich P als den B entfprechenden, und N 

dis den C entfprecheuden Punkt betrachten können, 

woraus zwey Arten, diofe Correlation darzuftellen,' 

eiulteben. Der Recimer kann die wählen, durch 

welche er, in jedem beföndern Falle, am geradelten ^ 

fein Ziel erreicht. ' , 

•* 

- \ Ift die Correlation <Jer. Conftruktion fo aufgeftellt, 
fo folgt di« d«r abfoluten Werthe ohne SebAvierigkeil 

Mo,. 
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daraus, .weil die correlaliven Theile der beyden Fi- 
guren angenfohcinlich durch die ßch cntfp rechenden 
Punkte bcftinimt find. 

Es bleibt alfo die Darftellung der Conelalion def 
Stellung übrig, oder, Avas auf eins hinaus kommt, 
die . der Zeichen; aber in 'den beyden verglichenen 
Figuren ift cs deutlich, dafs die lieh entfprcchenden 
Punkte in derfelben Ordnung auf ihren jedesmaligen 
Linien fieben. Die Coirelation ill alfo direkt, und 
folglich die Formeln, Avelche Eigenfchaften des erften 
Syfiems ausdrücken, Averden, ohne Veränderung der 
Zeichen, auf das zAveyte anAvendbav feyn, und man 
braucht nie, um dieCe Amvendung ins Werk zu 
ftellen, in diefe Formeln die abfoluten Werthe des 
zAveyten für die ihm entfprcchenden Werthe des 
erften zu fetzen, a- orausgefetzt , dafs man in der 
Rechnung nur Gröfsen brauche, die AVirklich einen 
Theil jedes Syftems ausraachen. 

Wenn aber im cor relativen Syftenie der Perpen. 
dikel,' nicht AA'ie im Urfyfteme, zAvifchen die Punkte, 
AA'elche B und C cntfprechen, fällt, Avenn zum Bey- 
fpiel das correlative Syfiem HP Avürdeff i7.)j 

fo AA'ären die entfprechenden Punkte nicht mehr 
nach derfelben Ordnung auf ihren correlativen Linien 
geftellt, und die Correlation Avürde indirekt feyn. 
Um fie zu finden, ftelle ich zuerft die neue Correla- 
tion der Conftruktion dar; 

iftes Syfiem ..... AB CD 
£t^ Syfiem M*N‘F*Q>. 

' Nachher um meine Arbeit zu erleichtern, ent- 
werfe ich eine neue Figur gleich' N* P* (^f (Fig. iQ.), 

'I 
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der ich 'diefelben Buchßabcn wie der Urfigur bey- 
l^etzG, blofs accentuirt, um ihren • Unterfchied unter 
cinerley Benennungen beyzubehalten. . Die Correla- 
tion der Conitruktion "wird alCo . . •, 

iftes Sjftem . . . . , ,ABCD ^ , 

j 2tes Syftem . . A‘R*OD*. f 

. .ZAvlfchen diefen beyden Syßemen Xoll man jetzt 
die .Correlation der Stellung oder Zeich^ auffteUem 
Aber das ift fchon (Q6) gefchehen. , . , ' 

Wir brauchen alfo nur, um die Arbeit zu voll- 
enden, in der gefundenen Tafel (QG) für die .Bnch- 
ßaben A^, £\ D', die , deren Stelle fie einneh- 
men, zu fetzen, d. h. M', P*, Q*. Alfo endlich 

ift die gefuchte Correlation unter den Dreyecken 
AB CD und folgende; 

iftes Syßera . JtI- Aß A C Ji C -f- ilD-j- CD 
2tes Syftem [-f- + IVPP‘ -f xW + — P' Q‘ 

{+AI).,+ ß!kc ABC + jACD + BAD 

1 + ]\¥gt + NiJVPP^ + + M*P‘Q* + 

1 + CAÜ + JTC + ÄliD + ÄCL). 

— P^MQt + 

' Aus diefer Tafel fleht man, 'M as man in die For- 
meln, 'Welche die Eigenfchaften des ürfyftems ABCD 
angeben, fetzen mufs, um fie auf das indirekt corre- 

^ lalive Syftem ]yPN*P^Q‘ anwendbar zu macheil. 

7'- _ ' er- ■ ■ 

93. Man fleht aus diefer Tafel, dafs von allen 

Quantitäten, die das Syftem M‘N‘P*Q‘ ausmachen, 

nur drey invers werden, oder deren Werthe die 

Zeichen verändern, nämlich . 
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alfo wenn man eine neue Figur befchreib^ (F>S‘ »90i 
durchaus gleich, und ihr diefelben Buc^ 

ftaben ui, B, C, D, wie in der Urfigur fetzt, jedeh 
an die Stelle des ihm entfprechenden, fo braucht mäft 
nur, um tUe Formeln diefer Urfigur ABCD (Fig, 15.), 
auf die indiröht correlative Figur ABCD (,Fig. 19.) 
anzu wenden, in diefen Formeln die ZtCichen dreyer 
Quantitätei^ zu verändern, nämlich von CD, C^D 

•und A CD (25). 

Hat man einmal durch die blofse Veränderung 
der Zeichen diefer drey Quantitäten die auf das 
zAveyte Syßem ABCD (,Fig. 19.) anwendbaren For- 
meln, fo wird es leicht feyn, die für das Syftem 
M', N', P', zu finden. Denn weil diefes und das 
zAveyte Syftem ABCD (Fig, 19.} fich dann in direkter 
Correlatiori unter ^nander befinden., fo braucht man, 
um die Formeln des einen auf das andere anzuwen- 
den, gar keine Veränderung der Zeichen vorzuneh- 
men, fondem blofs die abfoluten Werthe des zweyten 
'für die des erften zu fetzen, d. h. die Punkte des 
einen für die entfprechenden Funkte des andern, ohnü 
irgend eine Veränderung der Zeichen. 

' Dritte Aufgabe. 

94, Die Correlatio nen der Conftruk- 
tion und der Stellung zwifchen den zAvey 
Dreyecken ABCDFG und MNPQRS (Pig. 
flo. 91 . SS.) aufzuftellen, wo in jedem, Per- 
pendikel aus zwey beliebigen Winkeln« 
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auf 'die jedesmaligen gegenüberllehe.nden 
- Seiten gefenkt find. 

Wir ATollen als Maafsftab zur ‘Vergleichu^ 

' (fig. 30,) A&CDFG annehmeut "Wo ich yoraiisfetze, 
dafs das Dreyeck ABC feine dr^y fpitzen Kinkel 
.habe, und dann -wollen -wir nach -der Reihe die j 
Punkte, die es beftiinmen, nach der Ordnung der 
Conftruktion hinfchreihen ; d. b. erß die drey; Schei- 
telpunkte des Dreyecks ABC/iny^ ein^r beliebigen-Ord- 
nung, z. S, €i dann '<Ven._ Punkt I) , avo ^üch 

die beydea Perpendikel durchfcbn^iden , 1 ^ und endlich 
die Punkte Jy G. "der Seiten' AB j\A^^ au^.Avelche 
die Perpendikel aus den gegenüberftehenden Winbc^n 
fallen^ ; 

Darunter > Avollen wir die cntfprechenden Buch- 
fiaben der .correlativen Figur fetzen, indem wir von 
M aufangen, Avelcher oA'enbar dem -Punkte eut- 

I 

fprecben mufs, und dann willkührlich den Punjit 
oder den Punkt P.Aellen, damit fix B entfp reche, ki^r 
z. B. den erßen ; darauf nehmen -wir den Punkt P 
als entfprechenden für C; dann- den Funkt Q, .wo 
fich die Perpendikel durcbfchneideu , als etnfprechen- 
den Punkt für D, und endlich, .die Funkte R, «S, .um 
den Funkten F,< G xrn entfprechen. Denn 'Aveil man 
in der Urfigur^F 4^ Aß CD hat, fo muls der co.rte- 
lative Punkt von F im j neuen Syßeme der feyn, avo 
die beyden AB ..und CJj correlativen Linien zufäm- 
menßoCsen; aber nach der Hypothefe eutfpricht A 
i dem Funkte ßf, B dem Funkte N; alfo AB der Linie 
MN. Eben fo Geht man, dafs, da P dem Punkte C» 
und Q dem. Punkte D entfpricht, aucn uer Linie' ' 
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-'G 15 ‘'‘ enlfprechej ’ alfo MN -F^'oder .R «ntfpricht 
CD oder F; alfo mufs* ünter F, und > aus 
, "demrelberi Grunde S unter G gefohrieben werden. 

■''Alfo ift fehoh di6 CorrelUlion der Conlb^ktion 
'be^^der Figuren iblgende ; 

irtes Syftem . lABCDFG . . . 

■J>.i ^ • itM Syiftem • . . . 'MNP Q RS. 

*' 'Tft die CöA'elation-'der Conitmbtion fo dargeftelitt 
.fo, folgt die der abfoluten' Wertbe leicht, Aveil die 
‘‘cörrtlativen Theile ‘ augenfcheinlich durch die lieh 

* entrprechendeh tiiYihte beftiramt find. Es bleibt alfo 
-noch liblrig tlfe Correlation der Stellung, oder Avas 

• eins ift ,'idie' der’ 5 !ei(chen' darzuftellin. ’ .. - 

Im Urfyftem fetzt man voraus, dals die drey 
"Winkel fpitzig find, alfo will ich nicht den Fall nn- 
' terfntrhen, Avanii diefelbe Sache b<gr’m umgeformten 
"’iöirrelativen' 'Syftem -AfNP- 21.) ftatt hat, jAveil 
' danrt die Correlation ati^enfcheinlioh direkt ifi, und 
die Verrichtung gät keihe SchAVierigkeiten hat. Aber 
der Winkel NMP känh llumpf feyn, oder einet von 
^den 'andern' Winkeln MNP,' MPN,' aus Avelchen die 

* T 

'Perpendikel gefenkt find. Dicfe heyden Fälle will 
‘ich 'hach der Reihe tmterfuchen.- .1 . 1 

' ' ich Helle mir klfo' hnerß- vor, J NMP itumpf 
Tey (Fig. io.). Um- meine Arbeit zu ' erleichtern , ent- 
‘\rerfe ich (Fig. 03.) "eine neue Figur, der correlativen 
' Figur gleich ’, zu der ich die aoeentuirten Bucldlahen , 
'der Urlignr fetze. Alan kann auch' diefe.accentuirten 
‘Buchflaben’ in die correlative Figur,'felbftrdeh ihnen 
' entfprechenden Buchftäben zur; Seite fchreiben, d. h. 
zur Seite von M u. f, av« 'Jetzt foU man' alfo di« 
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Correlation der Zeichen [zwifchen folgenden beyden 
Syßemen aufftellen ; , 

■ ■ .iftes Syftem , AB C DF G 

stes Syftem - . < A*B‘C‘D‘F‘6K '\- 

, j. - Hierzu zähle-ich erft die Quantitäten auf» die ich i 

in die Tafel der ;Correlation bringen Avill. ,Wir wol- 
len uns mit folgenden begnügen: 

AB, ÄC, BC, ÄF, AG, BF, CG, BG, CF, BD, 

• CD, FD, JGD, BAC, ABC, ACB, BDC, ABD, 

- . AÖD, BCD, GÜD. ; ■ . 

. .Iltjdiefsj gefchehbn, <10 ßelle ich mir eine Itufen- 
weife Bewegung vor, durch die das Urfyftem lieh in 
das correlative verxvandelt. - Ich nehme z. B. an, dafs ^ 
diefe Umformung durch eine Bewegung des Punktes 
■ A gegen D auf (der Linie AD. geCcdiieht, welche üe 
vereinigt, fo dafs, nachdem ^ die beyden Punkte in 
. einander gefallen find, die Bewegung fortgehe, und 
dafs Ce die Stellungen unter einander auswechfeln. 

.lA diefs gefchehen, fo braucht man ftch nur eine 
..Aufenweife Veränderung der abfoluten Werthe vorzu- 
'AeUen , wodurch nichts mehr an der Correlation der 
Zeichen verändert wird , damit Geh die beyden Figu-, 
reu einander decken können. . . • 

• . .. Ich nehme alfo an, dafs diefe, Veränderung bc- 
j. wirkt fey, und unterfuche zuerA, welche -von den 
. vorher au%ezählten Quantitäten bey diefer Bewe- 
gtmg, welche das UrfyAem mit dem.correlativen iden- 
'•tifch macht, weder durch o noch durch oo gegangen 
And, [denn diefe. yvürden direkt geblieben feyn, und 
man weif) fchon, dafs das Zeichen der Correlation 
einer jeden + iÄ. 
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Niin ift es ßchlbar, dafs nach der voransgefetzten 
Bewegung dei“ Umformung Aß, -ÄC, BC, BF, CS, 
BÖ, CF, ßl), ÜÜ, BAC, ABC, ACB,’BDC, BCD, 
CBD ^veder durch o- noch durch oc gegangen find* 

• So bleiben alfo die fechs Quantitäten AF, ÄT&, FD, 

A A ' . 

‘ 6 I>, ABD, ACD nach, die wohl invers geworden 
fej’ii könnten. • ‘ ' 

t Um der Einbildungskraft bey der angezeigten 
' Vevrichtung zu Hülfe za kommen,- braucht man nur 
die Figur in einer Stellung zu betrachten, die der^ 
-unendlich nahe iß, Wo der Uebergang des erßen Sy* | 
ßems zum zweyten gefchieht; • dann wird man leicht 
' Ifeheti, welche von diefen Quantitäten der Durchgang 
. verfcluvindcn läfst oder flc unendlich'^ macht, und 
>velche endlich bleiben mülfen. . So - im gegenwärti- 
gen Beyfptel betrachte dch- die Figur in dem Augen- 

- blicke, wo A nahe dabey ift in D zu fallen (_Fig. 20.). 
•Die Stellung von A fey dann a, und eben fo /, g 

die Stellungen von F, G; fo iß es offenbar, dafs die 
■ Quantitäten, die fich dann unendlich Hein finden, 
-und die folglich beym" Durchgang verfchwinden müf- | 

- fen (d. h. in dem Augenblicke, wo a, "welches A 
vorflellt, in D fällt) öji <1^, fD, gD, aBDjund a.^D 
feyn werden. Setzen wir alfo Avieder für a, f, g die 

t-Buchßaben A, F, G, welche fie vorßellen, ^fo wifd 
man fehen, dafs dem gemäfs, was ich gefagt habe, 

' die Quantitäten, Aveiehe durch die Veränderung in* 

^ vers Averden hQnnen, -AF, AG, FD, GD, ABD und 

A 

ACD find. Ich A\ill jede von ihnen befonders unter* 

' lüchen, um zu fehen*, was fie geworden iß. 
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' i) Im Urfyßem-hat man im 

< • umgeformten im Gegentheil A*B*} 

alfo ift A*F‘ invere , und ihr Zeichen der Corre- 

i 

lation ift — . 

fl) Im Urfyftem hart man jT& = ÄC C^, im 

umgefo^mten A^ — WG* — Ä‘CU alfo ift ÄHÄ 
invers, und ihr Zeichen der Correla'tion ift . 

3) Im Urfyftem hat man FD z= Uf CD, im 

umgeformten FW^ — CW*— C^; alfo ift FH)\ 

Miivers, und ihr Zeichen der Correlation ift 

4) Im Urfyftem hat man UD = — BD, im 

umgeförmten GÖJt WD» — Snji; alfo ift Wd* 

. ' . inveit, und ihr Zeichen der Correlatioh ift . 

5) Im Urfyftem hat man ABD = ABC DEC, 

im umgeformten A*B*D* DtE‘C* A‘B*C‘; 

alfo ift A*B*Dt invers, und ihr Zeichen der Cor- 
relation ift — . 

6) Im Urfyftem hat man AtD = AÖB — Dtß, 

im umgeformten A*t‘D^ = D»C*B^ A‘hRi- 

: alfo ift A*C‘D* invers, und ihr Zeichen der Cor- 

i relation — ^ ' , 

- Hier ift alfo 'die Correlation der Zeichen ganz 
zTvifchen den beyden Syftemen ABCDFG und. 
i A*B*C*D*F*G* aufgeftellt. Setzt man für das letztere 
Buchftabe für Buchftabe das Syftem MNPQRG, fo 
- erhalten wir folgende allgemeine Tafel der Correla- 
tion zwifchen den Figuren ABCDFG und MNPQRS: 


I 
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Digitized by Google 



iftes Syftem f+ AB + ÄG + B 5 + -^F + Air 
otes Syftem |-|- MN 4* MP 4* ~ MR — MS 

■i-\-WF + ^ + ß^+CF + BD + Ü 7 )-{.FD 

. \+ NR + Ts -{■ NS + FR + Ng ■{■ ¥p Kg 

'|4- ÖD 1+ BAC + ABC 4- ACB + BDC + ABD 

^ + nSiP+ MNP + MPN 4- NgP — MNg 

I4. ACD + b 6 d 4 - CBD. 

|_MP9 + NPg 4. PNg. 

. Diefe Tafel ilrückt alfo die Subftitudonen aus, 

■ die man in den Fomieki des Urfyßems ABCDFG 
machen mufs, damit fie anAvendbar auf das correla- 
livc Syftem MNPgitS Averden, Avenn der Winkel 
. NMP des Preyecks MNP ftumpf ift, da alle Winkel 
.im entfprechenden Dreyccke fpitzig find. ^ 

• Giebt matt dem correlativen Syftem dicfelben 
Buchftaben Avie dem Urfyftem (Fig. 23. *), fo Avird 
,man fehen, dafs,'“ um die Formeln von diefem auf 
das andere anzuAvenden, ■ man nur in diefen Formeln 
die Zeichen von fechs Quantitäten zu verändern 
braucht, nämlich AF, AG, F'D, GD , ABD, ACD; 
indem Avir immer annehmen, dafs'in diefen Formeln 
,s keine anderen Quantitäten kommen , als die , deren 
• Aufzälilung bey der allgemeinen Tafel der Correlatkm 
.vorkam. I . ; 

95. , Wir ttiülTen ' jetzt den zAVeyten Fall* unter- 
tuchen, d. h. den, Avenn einer vop den andern Win- 
keln MNP, MPN ftumpf ift. Das neue Syftem ift 
(Fig. 24.) vorgcftellt, .* AA'O man z. B. annimmt, dafs 
MNP ^ T. 

> 
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Ich verfahre Avie oben, bis nach der Aufzählung 
der' Quantitäten, die in die Tafel der Corielation 
kommen follen. ■ t . 

Ift diefs gefchehen, fo ftelle ich mir eine ßufen- 
■weife Veränderung vor, "svodurch das Urfyftem in ' 
das correlative Syftem fällt. Ich bilde mir z. B. ein, 
dafs .die gerade Linie Aü fich um den Punkt B fo * 
drehe, dafs der Winkel A^C immer zunimmt, bis 
er grösser wird wie ein Rechter. Man fieht leicht 
ein , dafs Avährend diefer Bewegung die Linie CF, 
die nach der Confiruktion immer perpendikulair auf 
AH bleibt, ßch in einem fort der Linie CB nähert, 
indem (ie fleh um den Funkt C dreht; dafs ferner in 
dem Augenblicke, wo ABC = », CF in CB fällt,' v 

A 

und dafs endlich, wenn ABC ftumpf geworden ift, 

CF unter CB geht; fo dafs das Syftem die (Fig. s/^ 
u. 25.) vorgeftellle Form annehmcii wird. So ifl; 
nichts übrig, damit das neue Syftem und das Urf>'ftem 
eiitander decken, als eine paffende ftufenweife Ver- 
änderung der abfoluten Werthe anzunehmen, avo- 
tlurch nichts mehr an der Correlation der Zeichen 
verändert wird. 

Ich ftelle mir alfo diefe Veränderung fchon als 
gefchehen t^or, und fehe dann erft, AVelche von den 
aufgezählten Quantitäten bey diefer Bewegung, Avel- 
che das Urfyftem mit dem correlaiivcn identifch ge- 
macht hat, weder durch 0 noch durch oc gegangen 
find; denn diefe werden direkt geblieben feyn, und 
man weils fchon, dafs ihr Zeichen der Correlation 
+ ift. 
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Nun kann man leicht durch den vorher ang^eig- 
ten Gang fehen (94), dafs die Quantitäten, welche 
kraft diefer Bevt^egung der Ühiformung weder durch 
o noch durch *» gingen, folgende find, 

AC, jfÜ , AF, AG, CG, BG, CF, CD, GD, BACy 
ABC, AtB, BDC, ABD, aÖD, CBD. Es bleiben 
nur die Quantitäten £F, BD , FD, BCD nach, die, 
da fie durch o gegangen find, invers gcAVorden feyn 
konnten. Ich unterfuche alfo nach der Reihe, Avaa 
jede von ihnen insbefondere geworden ift. 

1) Im Urfyfiem hat man BF =: AB — yTt, in! 
umgeformten B*F‘ — A‘F^ — A‘B*; alfo ift B*F^ 
invers und ihr Zeichen der Correlation ift — . 

2) Im ürfyftem hat man BD — EG — GD, jm 
umgeformten B'D^ 2= G^D^ 6'^ alfo ift BW*. 
invers und ihr Zeichen der Correlation ift — . 

3) Im Urfyftem hat man FD — CF — CDt ini 
umgeformten F'D* = C*D* — (J*F*; alfo ift F*D* 
invers und ihr Zeichen der Correlation iß — . 

4) Im ürfyßem hat man ßdo = ACB ACD, 
und im correlativen Syftem B*C*D* ~ A*C*D* 
— A { alfo iß B* C*D* invers und fein Zeichen 
der Correlation iß — 

Hier ift alfo die Correlation der Zeichen ganz 
zwifcheii den Syftemen ABCDFG und A‘B*C*D*F*G* 
dargeftellt. Setzt man nun dafür 3 uchftabe für Buch- 
ftabe, das Syftem M*N*P*Q*R*S*, fo haben Avir fol- 


gende allgemeine Tafel der Correlation zwifchen den 
beyden Syftemen ABCDFG und M*N*P*Q*R*S* (Fig. 
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iftes STftem |+ ytB + AC '+ BC + Ab' + AO 
atcs Sj-ftem [ + MTP' + + I\FR*+ J^Fs» 

+ 'bF + cg + hü + CF + mj CD 

. . f 

— N'K' + P‘ä^ + + P‘K> —• jS‘Q* + 

■+ FD + GD + BAC + ABC + aÖb 

— 4 - N'4'P^ + MC\'P‘ + FPP‘N^ 

+ BDC + ABD + AtD + B^.D + CBD. 

+ ls*^tpi-F + M‘P‘Q‘ :¥ N‘P*Q‘-F P*^*Q>. 

Diefe Tafel drückt alfo die Subftitutionen aus, 
die man in den Formeln, "welche die Eigenfchaftcn 
des Urfyftems ansdrücken, vornehmen mufs, um (ie 
auf das indirekt correlative Syftem M*Fi‘P*Q‘B.‘S^ an- 
wendbar zu machen, von denen das erfte lauter 
fpitze Winkel, und das letzte den Wickel I\PN'P* 
itümpf hat. 

Glebt man diefeip correlativen Syßerae/liefelben \ 

.Buchßaben wie dem Urfyßeme, fo ßeht man, dafs, 
um die Formeln des (Fig, 20.) vorgeftellten auf das 
CFig, 26.) vorgeßellie anwendbar zu machen, man 
nur in diefen Formeln die Zeichen der vier Quanti- 
täten BF, BD, FD, BCD zu verändern braucht, i^us 
äenfelben Gründen, um die Formeln delTelben Ur- 
fyltems auf ‘das indirekt' correlative Syftem ABCDFG ' 

fFi^. 07.) anwendbar zu machen, wo der' Winkel 
ACU ftumpf ift, braucht man nur in den Formeln 
die Zeichen der vier Quantitäten CG, CD, GD,’ C^D 
zu verändern. 

06.- Man kann alfo zwifchen den vier darge- 
Bellten SyBemen (Fig. 20. 23. 26. 27.) folgende Cor- , 
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rclalion aufftellen, in welcher man deir Kürze h^her 
alle Ausdrücke, welche in den vier SyTteraen dalTelbe 
Zeichen behalten, weggelaJTen hat. Fig. 20. ift als' 
Urfyrtem angeuomnien , wo man alle Wlnke^ fpitzig 
vorausfetzt, Fis. 23-* als zweytes, wo BACz^v, 

A 

Fig. 26. als drittes, wo ABC^k, Fig. 07. als viertes, 

A 

^yO • , 


Allgemeine Correlation der vier darge- 
ftellten Syfteme (fig". 20. 23» «6. 27.): 


iftes Syftem 
2tes Syftem ^ 
3tes Syftem 
4tes Syftem 


AB' AO F" ff + C 6r -f- BD -f» C5 
— ÄF~ ÄG + SF+ CV+ BD + Cd 


+ AF-F ÄG — JSF+ CG— BD + CD 
[ 4 . ÄF + ÄG + BF— Cg+ BB— CD 

+ FD GD 4- AFD + ACD + BÜD + C^D. ' 

— FD — GD — AbD — AtD + b6d + CJ^D. 

— FD -f CD + ABD + AÖD — ßtD + CBD. 

[ 4 . TD — tTÖ + ABD + ACD + b6d — CBD. 

Vermittelft diefer alleemeinen Tafel der Correla* 
tion zwifchen den vier Syftemen fieht man fogleich, 
wwn die Formeln für irgend eins von ihnen gegeben 
fnjjft, welche Veränderungen man in den Zeichen 
machen mufs, um fie auf ein. anderes 'anwenden zu 

'1 t 

können, weil man nur die Zeichen zu verändern 
braucht, welche man aus der vorhergehenden Tafel 
für beyde Syfteme nicht diefelben findet. 

■Welches andere Dreyeck man auch vornehmen 
wolle, fo wird es immer leicht feyn, feine direkte | 
Correlation mit einem von den vorigen vier Syßemen 

' ■ ' darzu- 
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darzuftellen » und ^ folglich nachher die auf dailelbe 
HiunittelbaF anAvend baren Formeln zu finden. 


r'::. 


f i 


Vierte Aufgabe. • ' 

97 . Die Co rrela tio-nen der Conftruk- 
tion und der Stellung därzuftellen, -\vel- 
ehe zTvif'che» zwey Dreyec'-ke'n AECDFGH 
und MNPQRST ftatt haben (Fi^.- sß u. 
dro'in j.edem 'die PerjJeiid'ikel aus, jedem 
Winkel auf die gegenüberltehende Seite 
gelenkt find. 

Ich nehme als Maafsftah zur ‘Vergleichung das 
Drayeck- -4BCDF6’J/, wo ich voraiisfetze, dafs das 
JJrcyeck ABC drey fpitzige Winkel habe. Ich fchreibe 
die Punkte "welche diefe Figur hefthnmen, nach der 
Reihe id einer beliebigen Ordnung, aber fo viel" "wid 
möglich .nach der Ordnung der 'Conflruktiön, "welchd 
tUe natürKchfte; und leichtefte iß, d.“hl erß die drey 
Scheitelpunkte' , dann den Pliiifet D, ■>vö’ficb 
drey Perpendikel fchneiden *), “ u Ad 'endlich die 
dfey 'Punkte F, H auf den -Seilen AB, AÖ, 
auf >welche die aus den gegenüberßeliehdcn Winfseln 
gelenkten Perpendikel fallen. , 

Unter dielen erßen BuchßabeA-; ' 'mit denen man 
die Urfignr bezeichnet, fchreibe idVdife entfp rechen- 
den Buchßaben der correlitiVen^^JT^r," indem ich 
beliebig 'von "N oder P, hier zi -Ö. Von ’M, an-; 
fangc^ welches' A entfprechen foll-; dann willkährlich 

^ Maa wird (ip.g) peymfen, ,d•fi.l^.ydIey Frtpmd^el ürH 
in eiiina Fiyilu« Tcluicidtu. 

■ « d. Vttf. ’ 

I. N 
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oder P fortfahre i hier mit N, welches B ent- 
fprechen foll.' Nachher ‘fetze ich P, dann Q, dann R, 
dann S, dann T. Dafs die Bucbrtaberi P, Q, R, S, T 
fo gefetzt Averden müflen , bfeweife ich fo : 

Ni 1 

MNP iR nach,, der Hypotbefe die ‘ vorgegebene 
ndt ^BC correlative Figur; hat man alfö M als^i>^ 
.N.als B entfprechend genommen, fo ninfs-P auch C 
entfprechen. ^ ■’ 1 ‘t’'' . 

D; ift in der erften Figur der Punkt, wo Pich 
.die d’^^y ^®rp®*^tliliel fchneiden, und P ’der, wo ße 
fich in der correlativen Figur fchneiden, alfo ent- 
fpriebt Q dem Punkte D. * , 

Diefs angenomuien, fo habpn wir F ^ ÄB- CDf 
alfo der F entrprechende- Punkt il’t derjenige, wo lieh 
die Linien, Avekhe_^B, C'i> entbrechen, fchneiden, 
d. h. (weil M, N, Py^(> ',den Punkten B, C, D 
colfprcchen, wie man gpfehen hat) MN. P^. Diefer 
Punkt ift nün;;Jlj, alfo cntfgrichtl Ä dem Punkte F, 
£bet> fo, wei|i,<rfJi. -dC; ifL», AVitd. der ihm^entfpres 
chende P^nkt MP N<^ ^ .J, und. auf gleiche' 
weil H ^ AD B6’, wird der H entfprechend« Punkt 
NP feyn., Alfo- ift lüe Correlatiou dcr Cön^ 
ftruktion folgende: !. N, . 

iftes Sjftenj, .. . . , ABCDFGH.l 
\ . 1 « ates Sy£te^ MNPQR.ST, ■ 

Ift fo die CoiTflation<dei[ Conftruktion dargeftellt, 
fo „ folgt .die der abfolnten Werthe ohne Sclnvierig- 
keit, Aveil die .correlativen Theile der beyden Figuren 
augenfcheinlieh durch die entfprechenden Punkte be- 
ftimhit ßnd. £s bleibt' uns alfo übrig die Correlatidn 

der Stellung oder die der Zeichen aufzuftcllen. 

• • • ‘ \ 

r , 
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Nun nimmt man im ürf^ftem an, dafa jeder der 
drey Winkel kleiner als ein Rechter fey. Ich •will 
alfo nicht den Fall unlcrfuchen, wo dalTelbe im cor* 
relativen Dreyeck MNP eintritt, weil dann die Cor- 
Irelation augenfcheinlich direkt iß, und die Verrich- 
tung gar keine Schwerigkeiten hat. Aber ein Win-’ 
kcl kann auch ßumpf feyn. Alfo unterfuche ich nur 
den Fall, Avenn einer von den drey Winkeln NMP, 
MNP, MPN ßumpf iß. 

Ich nehme z. B. an, dafs der Winkel NMP 

i 

ßumpf fey ; um meine Arbeit zu erleichtern, entAVerfe 
ich eine neue Figur (Fi». 30.) , gleich der vorgegebe- 
nen correlativen Figur, und felze die Buchßaben der 
Urßgur in ße hinein, nur zum Unterfchiede accen- 
tuirt, fonß unter einerley Benennung^ oder man 
kann. Was noch bequemer iß, diefelben Buchßaben 
in die conrelative Figur felbß fchrciben, indem m.iu 
fie bey den ihnen entfprechenden fetzt, d. h. bey 
M, bey N u. f. av. Man hat jetzt alfo die Corfe. 
lation der’ Stellung zAvifchen den ZAvey folgenden Sy- 
ßemen aufzußellen: ' • 

rßes Syßem . . , . A B C D F G ti.. 
fites Syßem .... A‘B‘OD*F' G*H‘. ^ 

Hierzu rechne ich AOrerß die Quantitäten auf, 
die ich in die Tafel der Correlation bringen Avill. 
Wir AA^ollen uns mit folgenden begnügen: 

AB, ÄC, BC,' AD, iw, CD, ÄU, BÜ, CD, DTI, 
ÄT, Bt\ CF, DF, AG, BG, CG, DG, BAC, BAD, 
, CaD,A^C, ABD, CßD, AdB,AtD, B^D, 
ADB, ADC, BßC. 

' ' N 2 


■ Digitized 



irt diefs gefchehcn, fo fteUe'icli mir im Urfyflem 
eine ftufemveife Bewegung vor , vermöge deren diefs 
Sj’fteni fich in das correlalive verwandelt; ’ z. B. ich 
ftelle mir vor, dafs ^ und D ihre Stellungen austau- 
fchen, indem fich A nach II, und D in entgegenge- 
fetzter Richtung bewegt. Nach diefer Verwechfelung 
der Stellen braucht man nur eine Veränderung durch 
unmerkbare Grade in den abfoluten Werthen voraus- 
zufetzen, um die Urfiguv dahin zu bringen, dafs Ge 
ganz die correlative Figur decken, wodurch nichts 
au der Correlalion der Zeichen verändert wird. 

Ich fetze aifo voraus , dafs wirklich diefe Verän- 
dernng fo gcfchehen fey, dafs beyde Syfteme einander 
decken, und untcrfuche zuerfi, welches in diefem 

I •» 

Augenblicke die Quantitäten find unter den vorher 
aufgczählten , die weder durch o noch durch oc ge-, 
gangen find; denn diefe find direkt geblieben, und 
man weifs, dafs ihr Zeichen der Correlalion + ift. 

Nun ift es leicht zu fehen, dafs, nach der Be- 
wegung der Umformung, die Quantitäten, welche 

N » 

nicht durch o oder durch so gegangen find, folgende 
find : 

. AB, Je, IC, BD, CT), ÄH, BTI, CTI, DTI, BF, 
CT', FC, Cg, BAC, B!kü, CAD, ABC, CBD, 
ACB, BÖD, ADB, ADC, ßßc. 

£s bleiben alfo nur die Geben Quantitäten noch, 
AD, Ab', DF, AG, DG, ABD, AtD, die, da fie 
durch o gegangen find, invers feyn könnten. Icli 
unterfuche aifo nach der Reihe, was jede von ihnen 
insbefondere wird. 



I 


/ 1^7 

i) Im Urfyßem hat man jiD — AH — DH, im 
nmgcformten A‘D* = D*W — ; alfo ift 

A*D* invers, und ihr Zeichen der Correlaüon 
ift — . • , 

S) Im Urfyftem hat man AF — AB — BF, im 

■ umgeformlen A‘F^ = F* — A^ B^; alfo ift 

. A‘ F* invers , und ihr Zeichen der Correlaüon 

ift — . 

3) Im Urfyftem hat man DF — CF — DC, im \ 
rungeformten D* F^ = D ' — C* F* ; alfo ift 
D* F‘ invers, und ihr Zeichen der Correlaüon 

ift — . 

4) Im Urfyftem hat man AG — AC — GC, im 
umgeforraten .A* G* = C* — A‘ C*; alfo ift 
A‘ G* invers , und ihr Zeichen der Correlaüon 
ift — • 

5) Im Urfyftem hat man DG = BG — BD, im 

umgeformten D* G* =: B‘ D‘ — B* G* ; alfo ift 
D‘ G* invers , und ihr Zeichen der Correlaüon 
ift — . ' 

* A A * 

6) Im Urfyftem hat man ,ABD ABC — CBD, 

• im umgeforniten A*B‘D‘ =. C*B‘D* — A*B*C*; 

alfo ift A'B*D* invers, und ihr Zeichen der Cor- 
relation ift — . ^ 

7) Im Urfyftem hat man ACD — ACB — B^D, 
im uingeformten A'C'D' = B‘C‘D* — A‘C‘ß‘;,, 
alfo ift A*OD‘ invers, und ihr Zeichen der Cor- 
rclaüon ift — . 

Hier ifl alfo die Correlaüon der Zeichen ganz zwi- 
fchen den Syßemen ABCDFGII und A‘B»C‘D‘F>G‘1F 
^ hergeftellt. Setzen wir alfo dafür, Bnchftabe für Buch- 

\ • 

I. 

' ’ I 
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>ftabe das vorgegebene Syftcm MNP^RST, fo haben 
wir die allgemeine Tafel der Correlation zwifchen * 
den beyden Syftemen ABCDFCII und MNPQRST; 

ißes Syftcm AB 4-‘ Jc + BC + ÄD + BD 
2tes Syftem |+ MN + MP + jvp — Mg + NQ 

+ CD + ÄH + Sh + CTl + DH + ÄF + BF 

+ Tg + MT + Nl'+ Ft + ^ 4- NR 

1 + CT + Uf + ÄG + BO + CG + ITG+ BAC 

\+ PR ~ 'gR M6 + 1^4- PJ— ^ 4- NMP 

'|4- BAD -f- CAD 4- ABC 4- ABD 4- CBD + A^B 

[ 4 - NMg 4 - PMg mnp— mnq 4 - PNg 4 - mpn 

j4- ACD 4- B^D 4 - A^JB + Abc 4- BDC. 

•— MPg + Npg 4- BigN + m^p + Ngp. 

Diefe Tafel drückt alfo die SubftituHonen aus, 
die man in den Formeln des Urfyftems ABCDFGH 
machen mufs, wo man annimmt, dafs die drey Win- 
kel, jeder kleiner als ein Rechter find, um diefe For- 
meln auf das correlativc Syftem MNPgRST anwend- 
bar zu machen , in dem die drey Winkel des Drey- 
ccks BINP den^n des Dreyecks ABC entfprechen, 
und NMP, welcher BAC entfp rieht, ftumpf ange- 
nommen wird. 

1 

98' Giebt man dem correlativen Syftem diefelben 
Buchftaben , als dem Urfyftem (Fig. 31. )i fo wird, 
man fehen, dafs, um die Formeln diefes auf das an- 
dere anzuwenden , man nur in den Formeln die 
Zeichen der fieben Quantitäten AU, AP", DF, AG, 
DG, ABD, ACD zu verändern braucht. 

■ t K * 
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Aus denfelben Gründen müfste man, -wenn 
ABC:^x (Fig. 32.), die Zeichen folgender' fieben 
Quantitäten in den Formeln des Urf^ftems verändern, 
um diefe Formeln auf das umgeformte anwendbar zu 
machen, Eb, BH, DH, tt', ITF, B CD, BAD. 

Endlich würde der Winkel AÖB ßumpf (_Fig. 33.), 
fo müfste man bey den fieben folgenden Quantitäten 
die Zeichen in den Formeln des' Urfyftems ändern, 
um diefe Formeln auf das neue Syßem anwendbar 
zu machen, Üb, CG, Dü, CTl, DH, CAD, CBD. 

' V 

Man kann alfo zwifchen den vier dargeßelltcn 
Syßeinen (Fig. 23. 31. 3c. 33.) folgende Correlaüon 
aufßellcn, in welcher man, um fie abzukürzen, die 
Aiusdrückc weggelalTen hat; welche in den vier Sj> 
ftemen daßelbe Zeichen behalten. Man fetzt voraus, 
dafs das als Urfyftem angenommene Dreyecii (Fig, eß.) ^ 
drey fpitze Winkel habe; das zAveyte (Fig. 51.) 
BACz=-x; das dritte (Fig. 32.) ABC^x\ und das 
vierte (Fig. 33.) ACB^x. * 


Allgemeine Correlaliou' der vier darge- 
’ ft eilten Sy ft e me (Fig. aß, 31. 52. 35.): . 

ifies Syßem AL> BD + CD -f-^BH CH 

2tes Syßem , — AD + BD -f- CD BH CH 

3tes Syßem 4 ^ 'ÄD — BT) -F CD — EH + CH 

4 tes Syßem 1 4 ” AD 4 * BD — CD 4 ~ BH — CH 

d- b~H + ÄF + bF + W ^ ^ + CG 4-^ 

+ DH — Ä~F + BF — dT' — AG + ÜÜ — DG 

_ DH + ÄE — W — DF' ÄG + ^ TEG 

l— IJH 4 - ÄE 4 - Ei' 4 - DF + AG — CG — DG 
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'+ bJiD + CAD + ABI) + CfW + A ÖD + B(^D. 

, -f BAD + cJdS ABD\{. CBD— ACD+ BCD. 

+ BAD— c'kD + ABD + CBD + AtD— b6d. 
— BAD— CAD + ABD— CBD + A ÖD + BCD. 

Vermittelft diefer allgemeinen Tafel der Correla- 
tion zAvifehen den vier Syftemen , fleht man fogleich, , 
■\venn die Formeln für eins von ihnen gegeben flnd, 
■welche Veränderungen man in den Zeichen zu machen 
habe, um fle ajif ein anderes anzmvenden, weil man 
nur die Zeichen zu verändern braucht, die nach der 
Tafel in den verglichenen Syftemen nicht diefelben 
flnd. 

I - • I ' 

Welches andere Dreyech man auch vornehme; 
fo "wird es immer leicht feyn, feine direkte Correla- 
tion mit einem der vier vorigen Syfteme darzuftellen 
und folglich die Formeln zu finden , die auf daHelbe 
unmittelbar anwendbar flnd. 

Fünfte Aufgabe. 

'99. Vier beliebige P unkte, A, B, Ci D, 
liegen in derfelben Ebene, und find zwey 
und zwey mit einander durch gerade Li- 
nien verbunden, die, bis an ihren jedesma- 
ligen Durchfehnitt gehen. Die Correla- 
tion der Conftruktion und Stellung foll 
dargefiellt werden, die zwifchen allen F i- 
guren ftatt hat, welche aus der Vereini- 
gui)g diefer fechs Linie-n entfpringen, nach 
den v er fch i e den en Stellungen, welche die 
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Punkte B, C, D ann^hnicn können 

(_Fig. 34 .)* 

Man fieht leicht , dafs man die aufgegebenen Fi- 
guren auf drey bringen kann, denn die Punkte 
yi, By C, D können geftellt werden, 

^ i) dafs die vier auf einander folgenden Linien' 
AB, Bl), UZ:, CÄ eine viferfeitige Figur mit ans* ' 
gebenden Winkeln bilden (Fig. 34.) und zwi- 
fchen fich einen an einander hängenden Kaum 
einnehmen; - 

2) dafs ein einwärts gebender Winkel da iß 

(Fig. 3Ö.); “ 

3) dafs die vier Linien AB, BD, DC, CA zwey am 
Scheitel entgegengefetzte Dreyecke ABG,'CDG 

. - y ■ 

bilden (^Fig. ^ß.). Aber man kann immer diefen 
Figuren den Namen „\nerfeitige** geben, weil fie 
all« aus der Vereinigung vier gerader Linien 
' entßehen , und man von der einen zur andern 
durch die fortwährende Bewegung der vier 
Scheitelpunkte geben kann* 

Diefs feßgefetzt, fo nehme ich willkübrlich eine 
von diefen vierCeitigen Figuren, z. B. die (Fig. 34.) 
Mäabftab zur Vergleichung an, und ßelle nach der 
Reihe ihre Correlation mit den beyden andern dar.’^ 
Wir vvollen mit der vierfeitigen Figur mit einwärts 
gehendem Winkel (Fig. 36.) anfangen. Ich accentuire . 
(Fig. ßß.) die Buchßaben diefes corrclativen Syßems, 
um fle von denen des Urfyßems unterfcheiden zu 
können. ’ * 

Nach- dem , was hey den vorigen Beyfpielen ge- 
tagt ift, kann man leicht fehen, dals.diefelben Buch- 
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ßaben in den zwey Figilren an die fich cntfprechen- 
den Punkte geftellt find , denn z. B. ' man hat im 
elften Syftem F CD, und eben fo im zweyten 

F‘ ^ A‘B* CD'i auf gleiche Art Q ^ AC ßü und 
G' ^ A‘C* B*D> u. f. IV., wir haben alfo fchon fol- 

I 

gcnde Correlation der Conßruhtion : 

iftes Syftem . . . . A B C D F G H 
2tes Syftem .... A*B*C‘D*F‘G‘H‘. 

Ift die Correlation der Conftruktion fo aufgeftellt, 
.fo folgt die der abfoluten Werthe ohne SchAvierig- 
keit, Aveil die correlativen Theile der beyden Figuren 
augenfcheinlich durch die fich entfprechenden Punkte 
beßiinmt find. Es bleibt alfo nur übrig, die Conela- 
tioiL^der Stellung oder die der Zeichen darzultellen. 
Deswegen rechne ich gleich anfangs die Quantitäten 
auf, die ich in die Taffl der Correlation bringen 
Avill,^ Wir Avollen uns auf folgende befchfänken: 
AB,' ZÖ, Ab, Sc, BD, Cb, iF, BF, Jü, CG, ÄR, 
DH, SU, eil, Sii, DG, CF, DF, BAC, B^D, CAD, 
ABC, ABD, CBD, cliF, DBF, AtlB, A^D, BCD, 
BCG, DÖG, BIJA, CBA, BDC, B^F, ^CDG, ^DF, 
ADG, FDG, AHB, AHC, AFD, AGD. 

Ift diefs gefchehen, fo ftelle ich mir im ürfyltem ' 
eine ftufenweife Bewegung vor, vermöge derer. fich 
diefes Syftem in das.conelative Syftem umforrat. Z. B. 
ich ftelle mir vor, defs der Punkt D fich gegen A 
beAvege, bis er durch den Punkt H gegangen ift, in- 
dem die Punkte A, B, C feft bleiben. Hier ift es 
deutlich, dafs F und G fich in dcrfelben Zeit auf den 
jedesmaligen Linien FA, GA gegen A bewegen und 
in dem Augenblicke in B und C fallen Averden, avo D 
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fich auf B C befindet , und dafe fie endlich fich bey- 
derfeitig zAvifchen und B, und und C ftellen , 

-werden. Nachher braucht man nur eine ftufenweife 
Veränderung in den abfoluten Wertben anzunehmen, 
damit die Urfigur ganz in die correlative falle, w^l- 

* t 

ches nichts mehr an der Correlation der Zeichen ver> 

V 

ändert. / 

/ • 

Ich nehme alfo an, dafs in ^er That diefe Ver» 

" * * » 
änderung ftatt gehabt habe , fo dafs beyde Syfteme 

lieh decken’, und unterfuche zueril , welche von den - ^ 
vorher aufgerechneten Qnantitäten weder, durch o 
noch durch oo gegangen lind; denn diefe werden di- 
rekt geblieben feyn, und man weila fchon, dafe das 
Zeichen der Correlation für jede + iß. 

Folgt man dem in den vorhergehenden Beyfpie- 
len angezeigten Gange , fo wird man leicht fehen, 
dafs folgende Quantitäten, wie D in BC fiel, weder 
durch o noch durch eo gegangen find. 

JB, 2c, ÄÜ,‘ BC, BD, CD, JF, ÄG, ÄE, SB, 

CB, BG, DG, Z}\ DF, BAC, BAD, C^D, 

ABC, ABD, CBF, DBF, A^B, A^D, bSg, 

. DdG, BhA, CBA, Bhc, At>F, ADG, FDG, 

Alis, AIIC, AFD, AGD. Es bleiben alfo nur 
noch die lieben Quantitäten , 

BF, ÜG, DH, CBD, BtD, shP, cbc, ^ 
nach, die, da fie durch o gegangen find, in 
meinem Syßeme invers feyn könnten. Ich un- 
terfuche alfo, was jede insbefondere wird. ^ . 

’i) Im Urfyftera hat man BF = AF — ^ Aß, im , ' 
umgeformten B^ F‘ = A‘ B* A' F* ; , alfo iß 

# I . - . ■ ’ ' 

s - ' ' / ‘ \ 

i 

’ , . f 
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- F‘ invers, und ihr Zeichen der Correlation ^ 
ift - — . 

' 2) Im Urfyftem Hat man CG — AG — AC, im 
umgeforinten C* G* ~ A‘ — A* G* ; alfo ift 
WG* invers, und ihr Zeichen der Correlation 
ift — • 

3) Im UiTyftem hat man' DH = AD — AH, im 
y' ' umgeformten D‘ H* = A* H* — A‘ D‘ ; alfo ift 
■ jy II* invers, und ihr Zeichen der Correlation 

ift'—. ^ ^ 

^ 4;) Im Urfyftem hat man CED — ABD — ABC, 

■ im ünigeformteri C*B'D‘ — A‘B*C‘ — A*B‘D‘ ; 

' alfo ift C*B*D‘ invers, und fein Zeichen der 

- Correlation ift — . ' 

5) Im 'Urfyftem hat man BCD — ÄCD — ACB, 

' im umgeformten ~ A^^^B* — A'C‘D‘; 

“ ’ alfo ift 6’^U' invers i und fein Zeichen der 

Correlation ift — ^ ' 

6) Im Urfyftem hat man BI)f = ADF — ADB, 

im umgeformten B*D‘F*- A*Ü*B* — A*D^F‘; 
alfo' ift B>D‘F* invers , und fein Zeichen der 

» * • t ^ ^ 

• ^ Correlation ift ' — . 

' 7) Im Urfyftem hat man ct>G == AD 6 — ADC, 
im umgeformten C'D^G* — A‘D'C* — A>D* 6 's 
alfo ift cJd*G‘ invers, und fein Zeichen der 
Correlation ift — 

Hier ift alfo die Correlation der Zeichen zvvi- 
fclien den beydcn Syftemen ABQDFGH {Fig. 
und A‘B*C*D‘F*GHV QFig. 35.) ganz he'rgeftellt; und 
ib erhält man olihe Schwierigkeit die gefuchte allge- 
meine Tafel der Correlation. 
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100. Setze man dlefejben'' Buchftaben in beyde 

Syft^me, oder unterdrückt nur die Accente, des erften, 
fo Hebt maii, dafs , um die Formeln des UrEyrteins 
auf das correlative anwendbar zu machen, man nur 
in tliefen' Formeln die Zeichen der Geben Quantitäten 
BF, CG, DH, CßD, BCD, BÜF, CD G za ändern 
braucht. '■ ' , - 

101. Ich will jetzt den Fall unteifuclien , Avo 

• ' f 

die vier auf einander folgenden Seiten des Vierecks 
HU, BD, DC, CA (^Fig. zyvey Dreyecke bilden, 
die Geh am Scheitel entgegengefetzt Gnd. . 

Ich verfahre wie vorher, bis nach Aufrechnung 
der Quantitäten, die in die Tafel der Correlation 
kommen Tollen. Iß dieCs gefchehen , fo flelle ich mir 
im Uifyßem eine flufen weife freAvegung vor/, ver- - 

möge deren diefes Syßem Geh in das correlative 
(Fig, 37.) verAvandelt. Z. B. ich, fielle mir vor, dafs 
C und D ihre Plätze austaufchen durch eine ßetige 
Bewegung von G gegen F, bis jenfeits des Punktes D, 

■wobey die Punkte B, D, F feft bldben. Nachher 
braucht man Geh i^ür eine fii^en\yei£e VeränJprung ‘ 
in den abfoluten Werthen vorzußelien, damit die Ur- 
figur ganz in die correladve falle , Avelphes niphts 
mehr an der Correlation der 'pichen verändert. • 

Ich fetze alfo voraus, dafs, diefe Veränderung in 
der That fo vorgegangen fey, dafs die b'cyden Syßeme 
einander decken, und unterfuche, welche von den 
vorhel* aufgezählten Quantitäten durch o oder durch 
00 gegangen Gnd: denn das Gnd die einzigen,, die 
invers feyn können; und man weifs fchon, da(s das 
Zeichen der Correlation einer jedsn andern iß. ' 


1- ’ / * * 
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' Folgt riian dem bej den vorigen Bcyfpfelen ange- 
zeigten Gange, fo Geht man leicht, dafs die einzigen 
Quantitäten, die, da fie durch o gingen, invers -wer- 
den konnten', die Geben folgenden Gnd : CD, CG, 

JJH, CH, D&, CAD, CBD. Ich unterfuche alfo, was 
jede von ahnen insbefondere wird. ■ ■ > 

1) Im UrfyGem hat tnan CD — CH — HD, ini 

umgeformten C^D* — F‘ D* — alfo ift 
r. .. invers, und ihr Zeichen der Corrcla- 

' tion — . 

ß) Im Urfyftem hat man CG ~ AC — AG, im 
' ‘ nrngeformten ^ C‘ G* = A‘ G' — A‘ C‘ ; alfo iG 

C* G* invers, und ihr Zeichen der Correla- 

- tion — . . 

3) Im Urfyftem hat man Di? AD — ÄH, im 
nrngeformten D‘H* =: A^W — A'D*;^ alfo iG 
DHP inv'ers, 'und ihr Zeichen 'der Correla- 
■ tion’—. ' 

' 4) Im Urfyftem' hat man CH ~~SC — 'DH, im 
umgefonnten ' Ö = B* H * — h*C‘; aU'o iG 
Ö H* ’ invers , und ihr Zeichen der Correla- 

tion — , ' \ 

'5) Im Urfyftem hat man DG — WU BD, im 

umgeformten D* G* B*D* — B* G* r alfo iG 
D'ö' invers, und ihr Zeichen" der Correla- 
tion — . 

' 6) Im UrfyGem hat man CAD = D^C — BAD, im 
umgeformten C*A*D* B*A‘D* — B‘A*C^ ; alfo 
• iG C*A‘B^ inv'crs , und fein Zeichen der Correla- 
tion / 
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A ■ A ^ A 

7) Im ürfyßem hat man CBD ^BD — yiBC, 

im unigcformten OB‘D^ :zz: A*WO — A‘B‘D* ; 

\ 

alfo ift A*B*D^ invers , und fein Zeichen der 

Conelalion — . ' ‘ ^ 

Hier ift alfo die Correlation der Zeichen zAvi»' 
fchcn den beyden Syftemen ABCDFGII (Fig. 54.)' 
und A‘B‘ODfF>Xj‘H* (^Fig. 37.) ganz dargeftellt, und 
man bann ohne Schwierigkeit die gefachte ällgemeihe 
Tafel der Correlation erhalten. 

102. Setzt man' diefelben Buchftaben in beyde’ 
Syfteme (Fig. 34 u- 380 oder nimmt nur die Accente 
des zAveyten weg, fo wird man fehen,' dafs, uih die' 
Formeln des Urfyftems (Fig. 34.) auf das umgeformte 
(Fig. 380 anwendbar zu machen, man nur in diefen' 
Formeln die Zeichen *d:er Geben (Quantitäten CH, 
i)H, CH, DG, Cab, CBD iu ändern braucht. 

Man kann alfo folgende Correlation zAvifchen 
den drey dargefteJlten 'Syftemen ( Fig. 34. 36. 33. )' 
gründen, in -welcher man, der Kürze wegen, alle 
Ausdrücke unterdrückt hat, die in den drey Syftemen' 
dailelbe Zeichen behalten.' 


Allgemeine Cörirelatlon der drey' dar 
ftellten Syfteme 34 * 3Ö. 38 .). 

* ’ . ■ - ^ J 2- 

iftesSyftem + CH -f- BF-j- CH -f- DH + CH -f. 

fites Syftem ' -f- CD — BF-— CG — : DH + CH + 
3 tes Syftem — cH + BF — CG — DH — CH — ■ 

+ CiD + CBD + b!cD + BhF + cßc. 

+. CAD — CBD — . Bbo — BhF — cbc. 

— CAD cId H* B^D + Bt)F + CDG. ' 


ge-' 

‘ 'l 

Dir 

DÖ 

DG> 


/ . 
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. Vermitteirt diefer allgemeinen Tafel der Correla- 
tion zwifchen den dre7 Syftemen fieht man gleich, 
Avelche Verän »gerungen man in den Zeichen machen 
mufs, um die für das ^ine gegebenen Formeln auf 
das andere anzuwenden, weil nur die Zeichen geän- 
dert zu werden brauchen., die in der vorigen Tafel 
'für die verglichenen Syfteme nicht dicfelben find. 

Welche andere vierfeitige Figur man auch auf- 
gebe, fo Avird es immer leicht feyn, ihre direkte 
Korrelation mit einem der vorigen Syfieme darzu- 
ßdlen, und folglich die Formeln zu bilden^ die auf 
fie umniltelhar anwendbar find. , 

103. Ich gab die allgemeine Benennung vier- 
feitig den diey Figuren (34, 36, 33), dje jede aus 
der Vereinigung derfelben vier Linien AB, ED>, DC, 

CA beftehen, weil diefs' in der'That drey correladve 
Figuren Tmd» di« aus der ftufenweifeu Bewegung 
der Tunktet, B, C, D eutttehen, und die wefent» 
Ijch diefelbcu Eigenfcbaften baban.; da* Wie man:ge> 
fallen hat, \yenn die Eigenfcbaften einer von den 
dreyen diTreb Formeln ausgedrücKt .find, man nur-in 

diefen Formeln das. Zeichen einiger Quantitäten zu 
* 

'ändern .braucht , um fie auf jede der andern beydea 
anwendbar zu machen. Ich werde voll ft findige 
vierfeitige Figur die Vereinigung der drey ein- 
fkeheri nennen, d. h. die Vereinigung der vier Linien 
AB, DB, DC, CA bis auf ihr jedesmaUges Zufammen>- 
treffen verlängert. ■■ 

Nimmt' man ' alfo vier> willkühtliche Punkte an, 

A, B, Cy D, in welcher Ordnung' man will , z. B. 

Ä, B, D> C, und verbindet A itäx'B, B mit IX 

- t _ mit 

' -A . ■ . ' ' ; . 

, y Digitized by Copgl 



Cr •, C mit A {■ ) fo ^viird _j4BPC eine einfaclie vier- 
feitige Figur fejn,>. mul die yerpinigung der vier ein- 
fachen vierfeitigen Figuren ABDC) AFDG, B.FCC, 
.Avelche durch diei,;Verbmdung:d<äryjter geraden Linien 
,ABi BDr •.DQ, DA ^is zu ilirc^ jedeamaligen Durch- 
schnitt, verlängert,!, entßanden* "wird dip voUItändige 
vlerfeitige Figur feyn. Jede von den einfachen vierfßiti- 
gen fi'iguren hat zwey Diagonalen. Verbindet man den 
- elften tPnnkt piit ..dem dritten ! und, den zweyten mit 
dein Vierten k . fo find fip AD, die erRe A,BDC; 

AD, FGAiia die zweyte AFDG i BC, FG für die 
.drii:te BFCGt . pa aber jede.;.dieSer!.Diagonalen zyvey 


.^VißTpcl^^p. gemein iß» fo ,eiH%ringen im Ganzen drey 
verfchiedene Diagonalen für daä vollftän.dige Vierech 
darais. . Az ; -• - --'d-'i 

Mail hanti .diefelben Begriffe auf Vielecke von 
\ 

- einer gröfseon 'Anzahl Seiten anwenden , j z. wenn 
-man fünf Punkte' hat,, üüd fie in willkührlicher. Ord- 
nung nimmt, fb erhält man ein Pentagon, wenn man 
den iften mit dem fiten, den. fiten mit dem 3 ten, den 
, .gten mit dem 4 ten, den 4 ten mit dem 5 i^t> < und den 
5 ten mit dem tftert- verbindet; . und da die Verände- 
aeung der Ordnung v \velche Unter diefon 5 Punkten 
ßatt haben kann., ’ 4 . 5 =r 12 ift , fo folgt , dafs' 5 ge- 
!!tade Linien, Ävilikührlich- in einer Ebene gezogen, > 
e *fi verfchiedene Pentagone bilden, deren Vcrelniguag 
mau vollAändigba Peutagdu nennen kann< 

, Ueberhanpt nennt' man n die ' Anzahl der gezoge- 
nen. Linien,' fd entliehen and ihrM 'Verbindung 

— ^ ) _ « ( ” — Vielecke, wovon jedes « Sei* 

1 ■' 11 > ' , ‘ , f 
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ten hat, und deren Vereinigung das'vollftäiidige Viel- 
ech von der «ten Ordnung, oder deren Seitenzahl 
K ift. • ' 

104, Man fieht an dem vorher gegebenen Bey- 

•fpielc, Avie man die Correlalion zweyer Figuren 
a pfiori aufftellen kann , d. h. ehe man die Formeln 
des Urfyftems kennt Denn' wir kennen die' Eigen- 
fchaften der Figuren nicht,- deren Correlation wir 
. aufgeficllt haben , oder haben doch wenigftens diefe 
-EiKenrchaften nicht dazu benutzt, und doch zeigt 
uns diefe Correlation die Veränderung der Zeichen 
'an,' die man in den Formeln des Urfyrtems ‘vömeh- 
raen niufs, um fie -axkf das umgeformte anwendbar 
- zu machen. • ■ • ■ 

Aber die SchAvIerigkeit , die Correlation der Stel- 
lung rt"prio/ i aufzufiellen, iiinunt' immer zu, je ver- 
j.AvickeJtet - die- Figuren werden; und die einfachfie 
-lArt ,1 'Formeln' für jede bcfondere Umformung zu.-er- 
1 -halten, ift oft, die Keihe der. SchlüHe von vom 
-wieder anzufangen, die für das Urfyftem gemacht 
Avurden, indem man iie nach den ;cbarakteriltilchen 
V erfchiedeaheiten der -beyden Sjlteme modiiieirt. Um 
rdiefei Verfebiedenheiten aufzufaden, ift es fehr.vor- 
..theilhäft, gleich anfangs die Correlation der Confimk- 
, Uon darzuftellen, Avas geAvöhnlich leicht ift; denn 
man hat in den ^vorigen fieyfpiclen gefehen, da(s die 
gröfste Schwierigkeit in Unterfuchung der Zeichen- 
veränderungen, oder der Correlation« der ; Stellung, 
beftelit. Die .Correlation der Conft'ruküon, welche 
die abfolnten Werthe beftimmt, hilft fehr bey der, 
AnAvendung der gleich anfangs für das Urfyftem ge- 
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führten Betrachtungen, Avenn man zu den verfchie- 
denen correlativen Syfiemen übergehen will; vorzüg- 
lich Avenn man Sorge trägt, Avie AA'ir vorhin thaten, 
di^elben Buchftabeh, verfchieden accentuirt, an die 
lieh durch diefe Correlation der Conftruktion ehtfpre- 
chenden Punkte zu fetzen. Diefs ift kein gleiichgül- 
tiger Mechanismus, die Analyfis felbrt im Allgemeinen, 
um beftimmt zu reden, ift nur ein feiner Mechanis- 
mus auf den Theil der Dialektik angeAvandt, delTen 
;Gegenftand Vergleichung der GröCsen ift. 

. . üeberhaupt-, Avenn die Correlation eingebildet 
oder coraplex Avird , ift es beynahe immer fehr 
febAver, a prioj-i die (ilorrelation der Stellung oder der 
Zeichen darzuftellen, und man ift genöthigt , lieh auf 
die Correlation der Conftruktion zu befchränken; in- 
dem man nachher ans der durch diefe Conftruktion 
angezeigten Analogie die Mittel zieht, die Modifika- 
tionen, Avelche die verglichenen Syfteme unterfchei- 
den, zu entdecken. 

Wir wollen zum Beyfpiel den Kreis und die 
gleichfeitige Hyperbel nehmen, zAvifchen denen, wie 
man weifs', ein fehr genaues Verhältnifs beßeht, und 
die in der That zwey Syfteme in complexer Correla- 
tion lind. 

/ 

105. BDCFM fey ein Kreis und BM'N* Cmn 
(Fig. 39.) eine gleichfeitige Hyperbel, die auf den« 
felben Axen oder Oiametern conftruirt lind. Weil 
die Gleichung des Kreifes yy “ aa — xx iß, wenn 
man die AbfcilTen vom Mittelpunkt nimmt, und 4 cn 
Radius a, die AbfcilTe x, die Ordinate y nennt, und 
die Gleichung für die Hyperbel y'y' ai' t' — 'n/i 

O o 



iß, fo ßeht man leicht, dafs die Correlation nur 

zwifchen den Funktionen aa, xx, yy von einer Seite, 

* - 

und <in, x*x^f y*y* von der andern einfach ift, aber 
dafs fie zAvifchen den einfachen Quantitäten n, x, y 
und n , x\ y* blofs eingebildet oder coniplex iß. man 
kann'^ße fp ausdrücken: 

ißes Syßem y 

fites Syßem . . . . a* x* y' Y“ — i. 

A fey der gemeinfchaftliche Mittelpunkt der Cur* 
ven . BC der Diameter oder erße Axe , M irgend ein 
Punkt des Umkreifes, MP die Ordinate diefes Punktes, 
AP die entfprechende Abfciffe. 

Von den Punkten B, C tvollen -wir nach dem 
Punkte M Linien ziehen, und CM verlängern, bis fie 
die Hyperbel in AP trifft. Von diefem Punkte AP 
■wollen wir die Ordinate M^P*, und von den Punkten 
£, C die Linien PAP, CAT^ ziehen. Endlich aus dem' 
Mittelpunkte des Rreifes A die Linien AM, AM‘. 

Nimmt man nun M, AP für entfprechende Punkte 
in den beyden Syßemen, fo haben wir folgende Cör- 
relation der Conßruktion: 

rßes Syßem . . , , A BC MP ; 
fites Syßem .... ABCM'P* ; 
daraus zieht man die Correlation der Conßruktion: 
ißes Syßem |j5p, ZÄf, WM, CM, AP, BP, CP, 
fites Syßem \Äß, ÄÜP, BäP, CM», ÄP^, £P\ CP*, 

I CBM, BCM u. f. w. < 

CBMt, BtM‘ u. f. w. . . 

Da die Gleichung des Kreifes MP^zuzAB^ -—AP\ 
und die der Hyperbel Al'P^* =s AP** — AB^ iß, fo 
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Woll»n Avir nach der Correlatlon der Conßruktion 
beyder Figuren unterfuchen, in 'wiefem die Eigen- 
fchaften der einen auf die andere anwendbar find. 

Ich löfe das zweyte Glied von jeder diefer Gleichun- 
gen in feine zAvey Fahtoreh' auf, was für die erfte 
MP^ =(Ä~B + JF) . (ÄB — ÄP) giebt, und ' 
für die zweyte 

- iWP'^ = qJh -f JPO . iJP^—ÄÜ), wo ich . - 

fehe, dafs die Quantität AP‘ — AB oder BP* invers» , 
in Hinficht auf die ihr entfprechertden AB — AP ge- 
worden ift, AA'ähvend dafs AB + AP* oder CP*, die 
AB AP oder CP entfpricht, direkt bleibt. ^ 

Weil ÄB + ÄP = CP, und ÄB + ÄP* = ÜP*, 

AB — AP z=z BP, AP* — AB zzz BP*, fo erhält 
man 

. WP^^BP . cp, und ’ . ' 

MP*‘‘ =: BP* . ÜP*, woraus man folgende zwey 
fich entfprechcnde Proportionen zieht: 

’ ÜP : -MP =z MP ; BP und 
ÜP* : MP* = MP* : BP*, 

and folglich die gemeinfchaftliche Eigenfchaft, dafs ^ ' ' 

ih jeder von den verglichenen Cnrven die Ordinate ' « 
dte mittlere Proportionallinie zwifchcn den Entfer- 
nungen ihr^ Durchfchnitts mit der Axe von den 
zwey Endpunkten derfelben Axe ift. ^ 

Die ähnlichen Dreyecke GMP, CM*P* geben 
cP : MP CP* : MF*. 

Vergleicht man diefe Proportion mit einer der 
vorigen» fo hat man » 

MP : BP =z CP* : MP*.- ' , 


f 
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Alfo baten die beyden entfprecbenden Dreyecbe 
BMP, BM‘P^ die Seiten, Avclche an dem rechten 
Winkel liegen, proportional, alfo find diefe beyden 
Dreyecke ähnlich, welches eine neue Analogie der 
beyden Curven ift. - 

Aus diefer Aehnlichkeit folgt, dafs MBP, 

d. h. dafs die fich enlfprechenden Linien MP, M'P 
‘idenfelben Winkel mit der Axe ffC machen, aber in 
entgegengefetzten Richtungen. ' 

Im Kreife' ift der Winkel BMC, der durch die 
geraden Linien gebildet wird, welche man vom 
Funkte M nach den beyden Scheiteln der Curve zieht, 

A A 

gleich der Summe der beyden andern M/iC, MCB. 
Wir wollen unteifuchen, Avas für den entfprechenden 
Winkel BM‘C der andern Curve ßatt hat. Nun ift 
M'BP*, der äufsere Winkel des Dreyecks M*BC, gleich 
der Summe der beyden andern -Winkel •' dcifelben 
Dreyecks; alfo BM*C M*BP* — 'M*CP*, d. h. in 
der gleichfeitigen Hyperbel iß der Winkel , Avelchen 
zAvey gerade Linien machen , die aus einem beliebi- 
gen Funkte nach den Scheitelpunkten gezogen find, 
immer der Unterfchied der Winkel, welchen jede 
diefer beyden Linien mit der Axe bildet, Avährend 
beym Kreife es die Summe ift. Diefe Eigenfcbaft der 
Hyperbel giebt uns .... 

m4c ^ M‘tB x; , ' . 

und aus demfelben Grunde , wenn Avir auf diefer 
Curve einen andern Funkt N* annehmen, haben AA’ir 
auch M ■ r 

N<ßC — Nita = V. — _ 
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, I zieht man von dlefer letzten Gleichung die' erfie 
ab und verfetz’t, fo erhält man . ■ . 

. , n4c — mBC = N'CB — mCB oder , 

d. h. in der gleicbfeitigen Hyperbd, fo wie im Kr.eife 
find die Wiaikel, die ihren Scheitel an den Enden der ; 

Axe haben und auf demfelben ßogen ßehen , gleich* 

Senkt man aus den entfprechenden •' Punkten ' 
iVT, JVP die Perpendikel Mp, M*p^ auf die zweyte , 

Axe DF, fo find die beyden Trapeze ABMp und, 
p‘M*BA ähnlich,, und geben 

, M p BA ~ BA ; M‘ p^ oder • * - ' . 

ÄJ‘ : b2 =: B2 : ÄT\ , , ' 

d. h. die halbe gemeinfchai^che Axe Äß ift mittlere, 
Proportionallinie zwifchen den entfprechenden AbfciC-, 

[^ÄF, ÄP'. , . - . 

Die Eigenfchaft, endlich des Kreifes, alle Halb»,, 
melier gleich zu haben , ^det auch in der Hyperbel , • 
eine Eigenfph^ft » die , wenn gleich verfchieden , ihr^ 
doch ofienbav entfpricht. -.-Weil die Trapeze ABMp , 
und p'M^BA ähnlich find, ziehe man die Diagonalen 
AM, Bp^, lind man wird fehen, dafs im erften Tra-, " , ■ 

peze die .Diagonale ÄM und die Seite ÄÄ* gleich 
find, im zAveyte^, auch die Diagonale BjF und;;die, 

Seite M* p^ gleich feyn müilen; d. h. dafs in der 
gleicbfeitigen Hyperbel jeder Punkf der zweyien ^xe 
gleich weit vom: Schenkel; und,j, von, dem Punkte der 
Hyperbel entfernt ift, der ihr in fenkrechter Richtung , 
entlpricbt. Woraus man, Avie man lieht, fehr leicht 
die gleichfeit^e Hyperbel durch Punkte conßruiren 
kann. , ’ . 

« 
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Ich habe hier tmr eine AnnSherong angedcutet, 
die viel ■\veitcjr getrieben werden könnte; aber tneme 
Abficht war, nur durch ein Beyfpiel zu zeigen, wie 
die blofse Correlation der Conßrflktion zwifchen 
zwey ßyftefmen die Untevfuchung analoger Eigenfchaf- 
len der correlativfcn Syfteme erleichtern kann, felbft 
wenn die Correlation blofs eingebildet öder complex 
ift. Ich komme auf die zurück, deren Correlation 
einfach, direkt oder indirekt ift, um noch auf einige 
neue Böyfpield die vorhin gegebenen Grundfätze an* 
zuAvenden. 

106. Eine AnAvendung, die am mehreften dazu 
geeignet ift, d?n Einflufs der correlativen Quantitäten 
auf die Geometrie zu zeigen, findet bey den Lineo* 
angulair ‘Quantitäten, d. h. bey den ßnut, cof,^ tang. 
u, f. Av. ftatt. Diefe Quantitäten find Aveder Linien,' 
noch Winkel, fondern abftrakte Zahlen, die ala Ver- 
mittler dienen, um die Correlation dlefer verfchieden-' 
artigen Quantitäten darzuftellen. Denn der Sinus 
eines Bogens ift nicht eigentlich der Perpendikel von 
einem Endpunkte diefes WJnkels auf den ffalbmeffer 
herabgelall’en , der durch den andern Endpunkt geht, 
fondern das Verhältnifs diefes Perpendikels zum Halb- 
melTer, Sonft konnte am Bogen eine unendliche 
Menge ' von Sinus ftatt haben , nach der Gröfse' des 
Cirkels , ftatt dafa der Sinus blols von der Gröfse des 
Winkels und gar nicht vom Halbmefter abhängt. Er 
bezeichnet nichts anders, als die Zahl der Theile 
des Halbmeffers, Avelche diefer Perpendikel enthält, 
nachdem der Bogen felbft fo 
ganzen 'Umkreifes enthält. 




Sechlte Aufgabe. 

107. Die Correlation der C onßruktion ■- 

j ^ ' ' 

und der Stellung darzuit eilen, welche zwi- 
fchen den Lineo - an gu lär - Q uan ti t ä t e n 
ßatt finden, die den verfchiedenen Ge- 
genden des Umkreifes entfprechen. 

Aus irgend einem Punkte C, den man als Cen- 
trum annimratj befchrcibe man einen Umkreis 
AFA‘F‘ (Fig. 40,), und ziehe darin zwey Durch- 
melTer AA^y FF* einen auf den andern fenkrecht. 

Auf dem erften Viertel AF des Umkreifes nehme 
man willkübrlich einen Punkt B, und ziehe von die- 
fem* Funkte die Perpendikel HD, uE auf AA*y FFK' 
Auch führe man durch den Funkt A eine unbe< 
ßimmte Tangente HAH*, aus dem Mittelpunkt C, 
durch B, die unheßimmte Secante CH, und durch 
den Punkt F die unheßimmte Tangente FO, 

Diefs fcßgefetzt, nehme mau als MaaCsßab zur 
Vergleichung oder erflee Syftem die Figur -/ißCD£F6H, 
Co kann man die Correlation darßellen, die zwifchen 
diefem Urfyßem und den verfchiedenen correlativen 
Syßeroen beßehti welche ßatt haben luinnen, we^u^ 
man annimmt, dafs der Funkt B nach und nach 
beliebige andere Stellungen auf dem gezogenen Um* 
kreife annehme. , 

Wir wollen uns anfangs vorfteWen , dafs der 
' Punkt B fich auf dem erßen Viertel des Umkieifes 
forlbeAvege, er mag fich nun dem Punkte A oder 
dem Punkte F nähern, und dafs man für jede feiner 
Stellungen das Syßem aufßelle, was 'mit dem, das 
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man als Maafsftab zur Vergleichung annahm, corre- 

t 

lativ ift; d. h. .dafs man Linien ziehe, die den zur 

l 

Zufammenfetzung des vorigen Syfteras gehörenden 
entfprcchen. Alle diefe befondei'e Syftenie Averden 
nur das auf verfchiedene Arten, durch unmerkliche 
Stufen, umgeformte Urfyftem feyn. 

Aber es ift augenfcheinlich , dafs, da der Punkt 
nicht aus dem erften Viertel des Umkreifes, und 
folglich Aveder durch .//,‘|ioch durch F gegangen ift, 
keine von den Quantitäten des Syftems Aveder durch 
o, noch durch x gegangen feyn Avird. Alfo AVird das 
umgefomite Syftein immer mit dem Urfyftem in di- 
rekter Correlation geblieben feynj alfo fo lange der 
Punkt B nicht aus diefem erften Viertel des Umkreifes 
hinausgeht,' Avird keiner von den Werlhen des um- 
gefoiTOten Syftems invers; alfo Averden die Formeln 
des Uifyftcms unmittelbar darauf aiiAvendbar feyn. 

Wir AA'ollen jetzt fehen, Avas gefchieht, Avenn 
der Punkt B über F gegangen ift, und ftch auf dem 
zAveyten Viertel des Umkreifes befindet. 

: Ich AVill annehmen, er fey in B^ angekommen, 

und ich ftelle jetzt das correlative'Syftem auß, indem 
ich Schritt A'or Schritt der Conftruktion des Urfyftems 
folge ; d. h. ich ziehe vom neuen Punkte zAvey 
Perpendikel B^D^y E* auf die.Diameter AA^ , FF*, 
hernach vom Punkte A, der der Urfprung oder der 
erfte Punkt des, Bogens ift, die unbeftimmte Tan- 
gente HAH*, die lieh hier mit der des erften Syftems 
yermifcht ; vom Mittelpunkte C durch den Punkt B*, 
AA'elcher dem Punkte B des erften Syftems entfpricht, 
die unbeftimmte Secante H*CO*; endlich durch dei> 
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Puiilit Ff der das erfte Viertel des ümkreifes bc- 
_ gränzt, die uiibeftimmte Tangente OF(j^, die Geh 
liier mit der des erlten Syftems vermifcht.' 

Diefs feftgefetztj -wenn man Geh vorGelJt, dafs 
der Punkt F durch F geht, um nach zu gelangen,' 
fo iß deutlich, dafs iiu Augenblick, da er in F fallt, 
verfchiedene Linien des Syßems wie BF o und 
andere wie ÄHzzi oo geworden Gnd. 'Alfo können 
einige, un^er ihnen invers geworden feyn, und um 
die gefuchte Correlation darzußellen, muls man Ge 
von denen unterfcheiden , die direkt geblieben Gnd. 

Hierzu wollen Avir gleich anfangs die- Correlation 
der Conßruktion darßeilen, d. h. das Eiitfprechen der 
Funkte^ die die in beyden Syßemen gezogenen Bo> 
gen und Linien begründen. , t ' 

Die Reihe der Punkte des 'erfien Syßems, de- 
nen man übrigens eine beUebige Ordnung geben 
kann, iß, Avie man Geht, ABCDEFGHf und die des 
zAA'eytcn, nach derfelben Ordnung genommen, in- 
dem man der Conßruktion folgt, AB*CD'E*FC*W. 
Alfo ßellt man Correlation der. Conßruktion fo 
dar: 

) 

, . ißes Syfiem . . . ABCDEF6H 
stes Syfiem . . . AB*CD^E<FO‘JIG 

Jetzt Avollen wir die Correlation der Quantitä- 
ten, d. h. ;der abfoluteu Werthe fuchen; nachher 
kommen wir zu der der Zeichen. 

Dicfe Correlation wird leicht nach der eben ge- 
gebenen Correlation ider Conßruktion darzußellen 
feyn. Man fängt mit Aufzählung der Quantitäten des 
crßen Syßems an, die man bey der Vergleichung 
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beyder Syftfme gebrauchen Avill. Um in dem zAvey- 
ten Syßeme jeden entfpicchenden Werth zu finden, 
fo braucht man nur auf die Punkte, die fie begrän- 
zen, zu fehen; denn diele Quantität Avird augen- 
fcheiniich der entfprechen, die im ürfyftem durch 
die entfprechenden Punkte beftimmt ift. 

' I Z. B. da der Punkt A derfeibe für beyde Syrieme 
ift, und 'der Punkt des zweyten dem Punkte A 
des erften entfpricht, fo ift es augenfcheinlich , ‘ dafs 
der Bogen AB* oder ABß* dem Bogen Aß des erften 
entfpricht. Eben fo, da B* B und E* E entfpricht, 
fo Avifd offenbar ß*E*, entfprechen u. f. av . Die 
Cdrrelation der abfoluten Werthe, indem man fie 
auf die vorher dargeftellte Correlatioli der Con- 
firuktion gründet, AAÜrd alfo folgende feyn; 

iftes Syftem AF, BF, AC, 'FC, EC , BD, . 

2tes Syftem \ABß*, AF, fp, ÄÜ, FC, B^, m), 

itE, Äü, BE, CB, FE, FG\ CTl, CD. 

\Ce*, äd>, BE*, cd*, fE*, äh*, FD*, CH*, CD*. 

, Jetzt Avollen wir auch die Correlation der Zei- 
chen darftellen. Hierzu unterfuche ich zuerft, Avelche 
A'on den vorher aufgezählten Quantitäten in dem 
Augenblicke, w^o . das’. Ürfyftem zum Zuftande des 
zAveyten Übertritt, d. h, in dem Augenblicke, wo B 
durch F geht, Afeder durch o, noch durch oo gehen; 
denn die find direkt geblieben, und ' man Aveifs fchon, 
dafs ihr Zeichen der Correlation 4 * ift; 

1.. . Folgt man nun dem in den. vorigen Beyfpielen 
ange^eigten .Gange , d. h‘. betrachtet man das Syftem 

in dem Augenblicke,: wo B durch E. gehen Avill oder 

( - 

\ 

* 
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ging, und wo man B noch unendlich nahe annehmen 
hann, fo fieht man leicht, dafs die Quantitäten, die 
nicht durch o, oder durch oo gegangen find, AE^ AF, 
AG, FC, BC, BU, CF, AD, CG find. Es bleiben , 
alfo nur die Quantitäten BF, EE, CU, FF, AH, FG, 

CH nach, die, da lie’ theils durch o, theils durch oe 
gegangen find , wohl iui neuen 5yltem invers feyn 

V 

könnten. Ich unterCuche alfo , was jede von ihnen 
'insbefondere wird. 

i) Im Urfyfiem hat man BF — AF — AB, im 
umgeformten'^ b‘F — AB‘ — AF ; alfo ift ß‘F , 
invers, und ihr Zeichen der Correlation — . 

s) Im Urfyftem hat man' EF = AC — AD, im 
umgeformten E^E‘ — A*D* — AC; alfp ift B‘F* 

• invers, und ihr Zeichen der Correlation — . 

5 ) Aus demfelben Grunde ift CD* 'invers , und ihr 
. Zeichen der Correlation — . i ^ . 

4) Inr Urfyftem hat man FF = FF* — EF* , iin 
umgeformten Syftem FE* — F^'* — E*F* ; alfo 

•- ift FE* direkt, und ihr Zeichen der Correla* ' 
tion ~+ . ' , 

5 ) AH* iß, wie B in F fielr durch so gegangen; 
um zu wißen, was fie.wird, nehme ich will- 
kührlich einen feßen Punkt K auf der Riclitung 
diefer Tangente und jenfeits des Punktes H. 
Diefs angenommen, Ib hat man 

im Urfyßem AH = AH — HH, 
im umgeformten AH* = H*H — AH; 
alfo iß AH* invers, und ihr Zeichen der Corre* 
latiOn — 
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Man kann dalTelbe beweifen, ohne au dem Hülfs- 
p,unkt li feine Zuflucht zu nehmen ; denn die beyden 
.ähnlichen Dreyecke ACH*, E*B‘C geben 
AH* : AC = E*C : E*ß*, oder 


37 /- = 

' ■ E*B* 


Diefs letzte Glied ift nun invers (27), weil nach 

den vorher gefundenen Zeichen der Correlation für 

AC, EjC, E*B* blofs die letzte Quantität invers ifl, 

, 6) Eben fo beweift man , dafs die Quantität FV* 

invers und ihr Zeichen der Correlation — feyn 

- \ 

mufs, wenn man auf E'G einen Hülfspünkt jen- 

' feits des Punktes G annimmt, oder auch durch 

die ähnlichen Dreyecke FG*C, E*B*C. 

7) Die fchon vorher betrachteten ähnlichen Drey- 
ecke ACH*, E*B*C geben CH* == in 

•• - . ... E*B* 

.diefem letzten Gliede nun ift E*ß* allein invers, 

, alfo ift CW auch invers qnd ihr Zeichen der 
Correlation — . 

So ift alfo die Correlation der Zeichen ganz zwi- 
fchen den beyden Syftemcn AB CDEFGH und 
AB*Cn*E*FG*W- dargeßellt, und wir erhalten fol- 
gende 


Allgemeine Tafel der Correlation awi- 
fchen den beyden Sy ft einen; 

iftes Syftem f-f. ^ ^:Jc -j- FC 

fltes Syftem A^* + aF — + ÄG FC 
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f-f BC + Bl) + CE + ylD + BE’+ CD'+ FE 

|'+ M; + Mb + ce< ^ JI)‘ — We» — cd* + Fe* x- 

i+ ZTi + Fö + CTi + cZ\ 

1 — JH* — FC* — cii* + CCE 

. . Alles, was Avir vom Punkte JJ gefagt haben, ift 
fichtbar auf ihn anwendbar, fo lange er nicht aus 
dem zweyten Viertel des Umkrelfes geht, weil dann’ 
keine von den aufgezählten Quantitäten weder durch / 
04'' noch durch oo gehen und fo ihr Zeichen der Cor, 
relation verändern wird; alfo hat diefe Tafel der 
Correlation ftatt für das ganze zAveyte Viertel des 
Umkreifes, und diückt die Subltitutionen aus, die 
man in den Formeln des Syftems ABCDEFCH ma- 
’chen inüfste, um diefe' Formeln auf das Syftem 

AB‘CD*EJFG*H* anwendbar zu machen. 

' < / 

'Ich gehe zum dritten Viertel des Umkreifes über, 
indem ich jetzt das zweyte, Avelches Avir eben un- 
terfucht haben, ihm zum MaaCsflab zur Vergleichung 
• dienen lalle. 

108* Ich nehme alfo an, dafs der Punkt B* nach 
- &* gehe, indem -er zuvor durch den Punkt A* ge- 
. gangen ift , und ßelle das neue Syftem dar , indem 
"ich, Schritt vor Schritt, der Conltruktion des erften 

t 

folge; d, h. vom neuen Punkt." B** ziehe ich die 
Perpendikel B**D**, h**E** auf den Durchmelfer 
AA*i FF*} durch den Punkt A^ der immer Urfprung 
des Bogens iß, führe ich die unbeftimmte Tangenfe 
J H*AU‘*, die beym Ziehen ficli mit der in den vori- 
gen Syßemen vennifcht; durch den Mittelpunkt C 
und -den Punkt B** führe ich die unbeftimmte Se- 
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canle und endlich durch -F, den. Endpunkt 

des erften Viertels des Unikreifes, ziehe ich die un- 
beftimiute Tangente OFGf die beym Ziehen Geh mit 
der der vorigen Syfteme vemiifcht. 

Diefs feftgefetzt , fo iß es augenfcheinlich , dafs ** 
man die Correlallon der Conßi'uktion fo darflellen 
Avird: i 

ötes Syftem AB* C D> F G‘ hV 
, 3tes Syfiem , AB"CD“E**FG>‘H*‘^ 

. Und indem wir hiervon ausgehen, errichten wir 
deicht folgende Corfelation den Coußruktion: 

*-tes Syltem FB', JC, FC, B^y 

5 tes Syßem* AF, F^‘* , ÄC,' FC, WC, 

■jh^, ÖE*, jDii WE‘, cd, FE‘, ÄH>, FG‘, 
CW‘, S"j^, CD, TW‘, ÄW‘t, Fl^ty 

CiA. , -:iK i.'/. 

.\CiT<< , CiÄ'. . V . .. . . i. .V.,. 

Es bleibt uns übrig die Correlation der Zeichen 
aufzufiellen. Hierzu mufs man jede der Quantitäten 
des neuen Syfiems insbofondere betrachten und fie 
.mit der ihr im vorigen Syftem catfprechenden ver- 
. gleichen, vyelches jetzt als Maaßßab zur Vergleichung 
angenommeri wird» .Wenn die fo zwey und zwey 
verglichenen Quantitäten unter fielt direkt ^geblieben 
find, bebalten ihre Werthe- dicfclbon Zeichen der 
Correlation; d. h. man muEs jedem im dritten Sy- 
ßeme dalTelbc Zeichen der Correlation geben, was 
der ihm entfprechehde im zweyten Jhat, und find 
diefe Quantitäten in Hinlicht auf einander inverS ge- 
worden, fo mufs man jedem der Werthe, die Geh 

' im 

. . ' ) 
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Ini dritten Syrteme finden, ein Zeichen der Correla- 
tion geben, welches dem des ihm im zweyten Syfteme 
entfprechenden Werths entgegengefetzt ift. Da 
weder durch o , noch durch gegangen ift, um 
ABß‘h» zu werden, fo bleibt er, Avie er im vorigen 
Sjfteme AA'ar, d. h. fein Zeichen der Correlation im / 
dritten Syfteme ift auch + . 

ift eb^n to Avenig durch o als durch oo ge- 
gangen, um zu Averden, und mufs alfo daf- 

felbe Zeichen der Correlation behalten, AVa» er im 
zweylen Syfteme hatte, d. h. — . 

Verfährt man fo bey jeder andern Quantität, fo 
Avird man folgende Correlation der Zeichen für das 
dritte S yftem darftellcn : 

+ ^ jIF — Fß^‘ ^ JiC + FC -f 

— — Uh? -(. ÄI?i — ~W‘E<t _ cl? 

+ Fl?+ Tt? + Fi?' _ CJ? —^'Ci?. 

Was Avir hier vom Punkte B" gefagt haben, ift 
offenbar auf ihn . anwendbar, fo lange er nicht ‘ 
aus dem dritten Viertel des Umkreifes geht, Aveil 
dann keine der aufgezählten Quantitäten Aveder 
durch o, noch durch oo gegangen feyn Avird. Alfo 
haben die vorher gefundenen Zeichen der Correlation 
für das ganze dritte Viertel des Umkreifes\ftalt', und 
zeigen die Veränderungen an, die man in den For- ' 
mein des Urfyftems machen mufs, um fie auf diefes 
dritte Viertel des Umkreifes auAvendbar zu machen. 
Jetzt raüffen Avir noch ünterfuchen, Avas für das 
vierte Viertel ftatt hat. 

log. Ich nehme dabey das eben unterfuchto 
dritte Wiertcl als MaaCsßab aur Vergleichung an. 
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Wir ■wollen all’o uns vorftellcn, dafs die Stel- 
lung in B“* annchnie, nachdem er zuvor durch F* 
gegangen ift. U«n das neue SjTtem zu gründen, wol- 
len wir auch die Perpendikel auf die 

Durchmeffer Fl'‘ ziehen; ferner die uiibcfiimmte 

Tangente IlylfB durch den erl'tcn Punkt des Bogens 
ji; fodann die Secante und endlich die Tan- 

gente OFU"', durch F das Ende des erllen Viertels 
des Umkreifes, wie in den vorigen Syftemen. 

Das neue Syftcm Avird alfo, Aveiin wir, aaic 
vorher , der Ordnung der Conftmltlion folgen, 
AB“* CJy“F.‘*‘FG‘**ll“* fevn; und verfahrt man ferner 
Avie vorher, fo ftellt man folgende Corrclation der 
ahfüluten \Verthe und der Zeichen l\ir das Aierte Sy- 

ftem darj 

+y?F, + FC, 

— CE“*, -h 

+ ~CD“*, +_FF“‘, +lTii^, 

—ZU*“. 

Noch mehr, Avas ich vmin Punkte B^“ gefagt ^ 
habe, ift fichthar auf ihn anwendbar, fo lange er 
nicht aus dem vierten Viertel des ünikreifcs geht. 
Alfo haben die vorher gefundenen Zeichen der Cor- 
relation ftatt für das ganze vierte Viertel, und zeigen 
die Ve^ränderurigen an, die man in den Formeln des 
Urfyfiems machen mufs, um fie auf diels vierte Vier- 
tel auAvendbar zu machen. 

HO. Man köniue noch ein fünftes Syftcm bil- 
den, wenn man aimimmt, dafs der Punkt E“* auf 
feine erfte Stellung ß zurückkommt, nachdem er 
durch A gegangen ift; ferner ein fechftes, wenn man 

I 


I 
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fidi Torftellt, er ftelle fich von neuem Ln nachdem 
er nochmals durch F gegangen ift u. f. ^v. Aber die , 
Quantitäten diefer neuen SyTtemc \vcrden.nur durch 
den Werth der llogen von den elften iinterl'chieden , 
feyn, die gröfser als der Umfang werden würden; d. h. 
für das fünfte Syftci^ z. B. würde der Bogen nicht 
AB feyn, wie der vorige, fondern der ganze Um- 
kreis jilus Ab, indefs alle in diefem fünften Syfteme 
gezogenen geraden Linien diefelben wie im erften 
Syfteme blieben. Derfelbe Fall > würde auch beym 
fechften Syfteme eintreten, wenn es mit dem zweylen, 
beym fiebenlcn, wenn es mit dem dritten -verglichen 
wird u. f. w. Man kann alfo alle möglichen Syftcma 
auf die vier fchon unterfuchten zurückführen. | 

Jetzt wollen wir die vier SyReme in einer Tafel 
vereinigen, und weil die Corrclation lieh nicht ver-' 
ändert, fo lange die Punkte B, B* , B^^, B*‘* jeder in 
dem ihm angewiefenen Viertel des Umkreifes bleiben, 
fo können wir Avegen mehrerer Einfachheit anneh- 
men, dafs F und in einander fallen (Fig. 41.), 
fo wie F‘^ und E“‘, D und D* und D>\ Avorau« 

Avir erhalten , ’ • 

m) = WÜ‘ = Bi»lP = und 

"jJF; = 'WE* = W'EÄ = 

Die allgemeine Tafel der Gorrelatlon der vier 
Syfteme ftellt man alfo auf folgende Art dar. Man 
hat der Kürze Avegen die bel'tändigen Quantitäten 
AE’, AC und eine von denen, die doppelt da find, 

Avie BD , CE, unterdrückt. 

1 1 S 

Pa 
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Allgemeine Tafel der Cörrelation der 
vier Sy ft eine: 

Syftcmdes crllcn Vier- 
tels des ümltrcifes 
Syftem des zweyten 
Viertels des Umkreifes 
Syftein des dritten 
Viertels des Umkreifes 
Syftem des vierten 
Viertels des Umkreifes 

A- BD-hJD ABh: + FE AÄIi + EG + CTi + Sri. 

+ bD + M)‘ — W.+FF^—aü—fg~ eil + CU. 

.+ BO A ÄD‘ — iiEAFF)‘ AäTiA EG — CTl— CG. 
—büAädabf.A fl»^aü — fTia CTi— CU. 

, Vermitlclft diefer vergleichenden Tafel braucht 
man nur, wenn die Eigenfchaften des Urfyftcms, 
d. h, des erften Viertels des Umkreifes, durch For- 
meln unter den vorher aufgerechneten Quantitäten 
ausgedrückt find , um diefe Formeln auf irgend einen ' 
andern Punkt des Umkreifes anwendbar zu machen, 
die darin angezeigten Veränileruugeii der Zeichen 
vorzunehmen , nachdem lieh das zweyte Ende des 
Bogens, dellen Urlprung in A ift, auf dem zweyten, 

dritten oder vierten Viertel des Umkreifes befindet. 

• \ 

Es ift augenfchelnlich, dafs man eben fo auf 
irgend eines der vier, Syfteme die Formeln für irgend 
eines der andern auAvenden kann, wenn man die 
Zeichen verändert, die in den ZAvey Syftemen ver- 
fclrieden find. 


( s ... 
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-I 111. Die^Jlefiiltate diefcr, Tlafel können auf eine 
fehr einfache Regel zurückgebracht Averilen, die.init 
dem libercinftimmt, -vtta* ich (SO) lübeic die Wurzeln 
der Gleichung getagt habe, die zwifehen den CooxiUi- 
nateii derfciben Curve befteht. • > . ,)!,• (, , ; ■ ; ■ 4(i 

i) Das Zeichen der Correlation von BD ift + , t 6 
lange dw Punkt B über dem 'DurchmelTer’ 

■ ift, und — V "W^^nn er darunter- ift. ' ' • 

"■ o) Das Zeichen der' Correlation von WE ift +‘, fd 
fange der Punkt B linlis von FF' ift, und —, 
Avenn er'rcchts geht. 

. 'i' ’llfc , ‘ 

3) In Hinhcht der übrigen Quantitäten de» Sy- 
ftenis, da de alle Fnnk’tiohen von BD , BE und 

beftändigen Quantitäten find,_fo niinuit man lie 

■ • , ,■ 1 1 I. ■ ; ; ■ . 1 i r 

direkt oder invers an, nachdein ihre Werlhe, fo 

. t. ■'.ji;;,: . ■ . > •' 

ausgedrückt mit flen' angezeigten Veränderungen 
der Zeichen, ein politiybs oder negatives RefuI- 

••i «• \ M' 'J .1 4^ l' ' * 

tat geben (qJO* ‘'venii der Ayamlcrndc - 

* V"* ' l' . -^1-^ ■'•UJ f 

Punkt B't ilt und man die Sccante 6//'^ habejn 
^ Avill, fo mmint niari diefc Proportion, ■>vclche 
die ähnlichen Dreyjecke CB“D‘* 

geben; ' ' 

- ■' ‘xc 

. . CW ; AC — CB"^ CD", oder CIl" = — — 

'CD" 

■ ,i •, -1" 

Aber nach dem zAveyten Theil^. der eben aufge- 
ftellten Regel,- hat (^U" — zuoi .Zeichen der.Cor^rebi- 
tion, Avährend dafs AC^ CB'f beydK tT Rabea; ajfo 
ift das Zeichen; der Correlation vonAAJ" — . aifo ift 
67 ft{. 'invers ; d. h.^die Secante jedes Bogens, der 
grüfser ift als der halbe Umkreis und kleiner als ^ 
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cleirdbcji, iß invers und ihr Werlh der“ Correlation 
negativ. . r . 

.1 iic; 'Die&. iß'ein neuer Beweis, dal's die Regel, 
welche niaii gewöhnlich giebt, ’ um das Zeichen au 
bcurlheilen , welches eine Quantität annehinen inufs, 
^lYenn das aljgcrnglne Syßcni lieh verändert hat, tm- , 
bel^iinrnt und feibrt nicht richtig iß. Diefe Kegel iß 
nämlich, dafs das Zeichen fleh nur ändert, wenn man 
die Linien nach einer andern ,R|chtung annimmt, '„als 
man ihnen anfangs heylegte, Nun fällt die SecaiUe des 
dritten Viertels des Umkreifes genau in Hinlicht der » 
Gröfse und der Richtung .in die Secante des Urfy- 
ftems, fie |'9llte alfo + zum Zeichen der Correlation ' 
haben, und docji iß es gewifs, dafs fie — hat, 

DiefCj Regel iß fonl’t auch aiigenfcheinlich unzu- 
länglich (Avie, ich fchon (42) gemerkt habe) für den 
Lall, AVü tlie Richtungen der Linien .Avetler in der 
uiT^rünglichen, noch in dy entg^e^engefetzten Rich- 
tung finii. VVie kanp man B. Aviücni ob CH 
und CIR, Avelche die fleh cntrprcchenden Secanten 

' , n ' '• > t . . j*- ... 1 

iin erften und zAveyten Viertel des yinkreifes find, 
cinerley Zeichen haben, oder nicht? Denn da diefe 
beyden Linien einen AVinkel machen, kann man aa'C- 
der fagen , dal^ lJ<i lii ^erl'elbeH', noch däfs fie in ent- > 
gegcngtfelzter Richtung find. 

' Ls leiReben fleh 'noch andere Schwierigkei- 
tiii, d^im >man -kann 'B. B. -fragen, ob' der Halbmcfler 
•iyJ itri’d der Halbniefl’ef die in enigegengefetzter 

llichtung- genönmien find,' dairtlbe/ Zeichen in den 
Formeln haben luüffen , oder wenn man + CH an- 
ninimt, ob ‘inan-’ — C-R fetzen mufs? Ls iß gewiß. 


Digitized by Gc^ogl 




231 


dafs , da C? eine beftändige Quantität ift, ihr Zei- 
chen der Correlation auch + feyn niufs, und doch 
fcheint cs, als Avcnn man ihr nach der Regel — ge- 
ben niüfste ,. ^venh fie CA‘ Avird", Avcil lic dann in 
entgegengofetzter Richtung von CA genommen ilh 
Man Avird vielleicht fagen , dats die Regel nicht atlf 
beftändige Quantitäten ainvendhar fey; aber fie führt 
lieinc Ausnahmen ah, und zugegeben, dafs fie diefe 
hätte, fo bann man noch immer fragen ,..Avelches der 
Grund diefe» Uriterfchiedes zivifchen veränderlichen 
und beftändigen Quantitäten fey? Denn die Regel 
.gründet fich nicht auf abfoluten Werth der vergliche- 
nen Limen, fondern auf ihre jedesmaligen Stel- 
lungen. . I I 

114.’ Endlich 'bann man noch folgende Einwen- ' 
düng gegen diefe Regel machen. ME ift, Tagt man, 
.yofiliv, und B‘E negativ; va eil alfo diefe Linien an 
fich gleich find,' fo hat man B'E. =. — alfo 

Avird BJE, Avelches BE B'E'At, BE — BE — a, 
oder BB^ = o, Avas ungereimt ift. Ebcji fo hätte 
man B£^^^ =: Bl> ~i- B"‘Dy was, .Avctl B"‘D negativ 
ift, auch o Avird, alfo hat man auch Bli*<^—o; ein 
landeres Refultat, Avas mit der gefunden Vernunft 

4 

(fireitet. Indefs nimmt man diefe beyden Refullate 

der Regel an, fo hat man ßß‘ . BB“‘z=.o, Avoiaus 

' z; B. folgt, dafs das in einem Kreifc befchriebeue 

Parallelogramm (alfo jedes) z= o fey. Man fühlt ge- 

AA'ifs, dafs, Aveim man ähnliche SchlüÜ'c in der Ma- 

ihemalik zuliefse, diefe WiUenfehaft der Evidenz bald j 

fo entartet feyn AVÜrde, dafs man fich nicht mehr 

verftände. Alfo ift diefe Regel in der That nicht 

I 
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richtig, mid beruht nicht einmal 'auf fcheinbaren 
Gründen. Man giebt Ile blofs als eine Uehereinknnft, 
die man gemacht hat, um die verfchiedenen Lagen 
der Linien zu unteri'cheiden. Aber das kann man 
nicht durch eine Uebereinkunft tluiii, ■wenn man 
nicht, indem man die Zeichen + und — braucht, 
um die Stelinngen zu unterfcheiden , dabey zugleich 
beweifet, dals man das Hecht hat, (ic eben To zu 
gebrauchen,! als wenn man blofs dadurch Addition 
•und Subtraktion anzcJgen will. Wg^tn,''^ da’^maft 
ferner die Kichtungen der pofi live/# und - negativen 
Linien wiilkührlich bcfiimmeB kuii^Lwärum ift nicht 
alles auf beyden Seiten gleich?! und 'Avaruni',' "wenn 
man eine pofitive Linie mit einer negativen inultipli- 
drt, hat die pofitive das Vorrecht, '"ihr Zeichen dem 
Produkte zu geben? ;. . ,. 

Dei' DurchraelTer des Umkreifes AFA*F fey durch i 
smrgeftellt , der vierte Theil des Umkreifes durch », 
■AB durch a, fo haben Avir • 

AB ~ rt , A liß^ 2 » — fl 5 ABB‘li“ ~ 2 sr "f" ' n, 
A BH‘ — 4 *r — ff, JJFzuZfr“ — n, = T — <1, 

F^^ = n+ fl, = 3 T— «, Mj= fin a, 

, JIL =: cof a, AD — fin v, a , FE — cof v, a, 
AD — 2 — fin V. Oy All — tfing fl , FG = cot a, 
CH fcc n, CG rrr cofiec a, BEn zzz 2 — cofv, a. 

Setzt mau diefe Werthe in die Aorige allgemeine 
'Tafel der Correlation ,^fo erhält üe folgende Geftalt: 


Y 


Syftem fler Bogen, de- • 
ren letzter Punkt auf 
' das elfte Viertel des 
Um I5 reifes fällt + 

Syltem der Bogen, deren 
letzter Punkt auf das 
zweyte Viertel desUm- 
kreifes fallt . 

Syltem der Bogen, deren 
letzter Punkt auf das 
dritte Viertel des Um- 
kreifes fällt ■+ 

Syftem der Bogen, deren 
letzter Punkt auf das 

/ • y 

vierte Viertel des Um- 
kreifes fällt ■•+ 


+ (fc — rt). 


+ (sir — a),' —(x—-a)t 


+!(2ir+a), 


kreifes fällt . !■+ (4»' 

+ fin fl, + cof fl, + lang a , 
+ ßn . fl , . — cof — £«»£■ « , 

— ßn fl , — coj fl , + tnng a , 

, — ßn a, + cof fl, — lang n, 


-fl); 

+ cot fl', + fec a, 

— cot fl, —fec fl* 
+ ,CO( n, — fec fl, 

— cot fl , + fec fl, 


’ -f,fofec fl, ,ir-ß^, v^.a , ^ . 

+ cof V. ,«. 

_ 

+ cof ec fl,^ + S ßti e. ß , 

+ cof V. fl. 


— cofec fl, +2 — ßn V. a , 

+ 2 cof V. fl. 


— cofec a , + ßh v. n , ' 

+ 2'—cofv. in, ' 

\ 

. i 


Diefe Tjifel ift,fiLr jeden ,-^Ver^b von a, 'der klei- 
ner ift als T. , Wenn wit-alfo annebnien, dafs ^ das 
Complement von a fey, fo hat dicfelbe Tafel ftatt, 
■\venn man darin h für n fetzt. Alfo ÄVtil nach der 
Ilyjiothefe h izz: x — a, fo hat diefelbe Tafel auch 
ftati, wenn man darin x — a ftatt fl fetzt und folglich 
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cof n für fin a, ßn'a für cof a für taii^ a ii. f. "vv. 

Durch diefe Subfütution wird die Tafel: ' • 

/ 

Syftein der Bogen, deren 
iet'zter l’unbt auf das 
elfte Viertel des Uin- 
Itreifes fällt 

S) Ttem der Bogen, deren 
letzter Punht auf das 
zweyle Viertel desUm- 
Tireifes fällt 

Syftcni <Jer Bogen, deren 
letzter Punkt auf das 
dritte Viertel des Um- 
Itreifes fällt' 

Syftem der Bogen, deren 
' letzter Punkt auf das 
vierte Viertel des Um- 
' ' kreifes fällt ■ 


+ > + «, 


+ (*+«)> — «, 


+ Cs * — > — (2 » ; — «), 




+ coj +ßn a, 

-p cof a , — ßn a , 

— cof a, — ßn a 


l + (S»+«). +(a»-fa), 

, X , 

cot a, + tnng a, M" cofee <i. 


— cot a, — tang a, — cofec a, 
+ cot fl , + rahg <i , ' v- cofee a, 

— co/fl, +yinrt, — cotn, — tang'a, + cofec' n, 

■ + fec a , + cof V. a, ßn v. a. 

+fecn, +C — cof V, fl, -{-'ßn v. a. ' 

-f- fec fl , + 2 cof V. a, + « - — ßn vl a. \ 

— fcca, +cofv,aj + fl— yi« n. n.' 

\ • < 

X15. Nachdem ich unterfucht habe, was ftatt ; 
findet , wenn der Punkt B lieh nach der Richtung 
BE‘B“E*** bewegt, fo will ich unterlachen, was ge- 
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fcliieht, ■\vetin er fich nach -tler 'eiUgogfngefeiztien 
Richtung bewegt. ' 1 • 

Hierzu' wollert wir das neue “ 5n’ftem 
■AB *** ('.[)*" mit dem des erften Viertels 
vergleichen , ‘ weiches man als aus dem Umlauf dej 
Punktes R-iiv der Richtung BB**‘B'*B* entftanden • be- 
tiaehtet» und dann die Covrelalion der abfoluten 
Werthe' nnd Zeichen der beyden Syfterac darltellen, 
die folgende 'feyn wird; . ; 

UrryTtem’ " " + SB, 

rmtes SyAem’ I— 


'ümgeformtes SyAe 


AB***, '+ FAB***, 
+ FE, . + Afl, 


\+ AD,^ + BE,' 

1+ AD***, + B*‘*E*'**, + F*E***, — AH***, 
C C ti, ' . ■ 

1+ CH***, — CG***. * . 


- B***D***, 

+ I'G, 
■— FG***, 


In der .That müfetc..dR durch o gehen, um AB*** 
zu werden, in dem Augenblidiei, ,avo der Punkt 
der Ach nach der Hypothefe in der Richtung 
BB*^**B* herum bewegt, in den Punk^ A Ael. Alfo 
konnte invers. weiden, um AB*** zu av erden, und i 

diefs trilft Avirklich ein, denn, itu UrfyAem hatte man 
AB ~ AF — FB , nnd ini urngpformten Syftem hat 
man im Gegentheil AB*** z^^FB*** — AFf**-i alfo iA 
das.. Zeijrhen der Correlation von AB*** — , AA'eü.-Ave- 
der Fß , noch AE' durch 0 oder durch oo gegangen 
find. Alfo mufs auch FB, das ,AA:eder durch o, noch 
durch X) gegangen iA, + zum Zeichen der Correla- 
lion haben. 

Im UrfyAem hat man BD irr F(^ — FE, im 
umgeforinien im Gegentheil B*‘*D*!* ri: FE*** — E'C{ 
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fllfp ift invers , und ihr Zeichen der Corretia* 

tion — . Eben fo bey den andern. 'Nimmt man jetzt 
an, dafs B nach B**f gehoijfimea , noch forlfahre fich 
in derfclben Ilichtnng herum zu bewegen, bis es 
^lach B“ kommt, und von da nach B‘ , uiid hian im- 
mer diefejben Betrachtungen dabcy aiirtelle, die wir 
für den Fall anftelllen, wo er nach der entgegengo- 
fetzten Richtung fich bewegte, fo kommt man otl'en- 
/ bar auf folgende zwey neue Xafeln, die de» vorher 
- gegebenen entfprechen, und Avoraus man fieht, daf» 
überhaupt die Bogeu, deren Werth ßpr Correla^lioo 
nüt dem Zeichen — afTicirt ilt-, inveiTe Bogen be- 
zeichnen, nach der Richtung AB‘*‘B“B‘B genommen. 

- Al i 

SyTtera der Bogen, deren 

letzter Punkt auf das 
erfte Viertel des ym- 
kreifes füllt . 

Syftem der Bogen, deren i 
letzter Punkt auf^das’' 
zweyte Viertel des üm- ' 
kreifes fällt ''-Vi. 

' Syüem der Bogen, »'deren 
letzter Puükt auf das 
dritte Viertel des Um- 
kreifes fällt 

^Syftem der Bogen, deren 
' letzter Punkt auf das 
A-ierle Viertel des üm- 
kreifes fällt 


- . I ' 

''***. ^ * ‘ ' j 

V'.l-, - ^ -fl 

t 

— . ( 4 » — a)i '■+ ( 5 w — n), 
. ' ; . . .7 iije 




— C - »t + " )» + (3 » + ")t 

.... ^ .w'! 


— (2t — a),‘- + (3 ’«■ — ")> 


_> 3 <> A r, ' 


1— n, 


+ (’r + ß), 
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■+ 

fin 


+ 

cof 

ft,' 


taug 

n,> 

+ cot 


+ /tc ft. 

+ 

fin 

a j 

— 

cof 

e» 

— 

taug 

ft, 

cof 


— fec'a. 


fin 

a , 

— 

cof 


+ 

taug 


H" cot 

«> 

—'fec ft. 

-J 

fin 

a, 

+ 

cof 

«» 

— 

tang 

«. 

— cot 

«> 

+ fec ft, 

+ 

cof 

a y 

+ 

fin 

V. a 

J 

+ 

cof 

V. fl. 



+ 

J 

cof 

a'y 

+ 

rt , -- 

fin 

V» a 

, + 

cof 

V. a. 


' ^ 

' 

cof 

a y 

+ 

Q 

fin 

a 

, + 

n 

cof V. 

ft. 

fr ' 


cof 

{ly 

+ 

fi'^ 

V. a 

> 

+ 


cof V, 

ft. 



Syftem der Bogen, deren f 
letzter Pnjikt auf das 
erlte Viertel des Uni- 
Itreifes fSllt 

Syftem der Bogen, deren 
letzter Punkt auf das 
zAveyte. Viertel desUm- 
kreifes fällt > 

Syftcin der Bogen, deren | 
letzter Punkt auf das 
dritte Viertel des Um- 
kreifes fällt 

Syftem der Bogen, deren 
■ letzter Punkt auf das 
vierte Viertel des Um- 

kreifes fällt ^ — (»—«)» — (2» — a), 

'+ cof a, fin a, + rot rt , + taug n, + cofee n, 

J + cof n, — ßii n, — cot — taug a, — cojec n, 

I — cof a, — fiii a, + cot ft, + taug ft, — cofec ft, 

L— 1 cof n, + yiri ft, — cot ft, — taug «, + cofec n, 




“* (3>r — ")♦ + (4* — «)> 


— (» + + (Sir + a), 
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' + fec 

«, + cof V, l7 . 

+ fn 

V. a. . • A 

+ fec 

n, H~ 2 ,-4- cof V. 

a , + ßn 

V. n, : 

— fec 

a, + 2: — cof V. 

a, + 2 - 

-ßlt, V. fl. 

v~~ /"«se 

a, +_ c<}f V. a , 

+ 2 - 

— ßn V, a. 

Da 

das Urfyftem , 

auf das fich diefe vier Tafeln 


beziehen, iimncr.ilas eilte Viertel des Umkroircs ift, 
d.' h. das der Bogen IaB, ylB, BF, und der Linien 
BD, BE, AD u. f. w, , fo folgt, dals in jeder der 
vier horizontalen Linien von jeder der vier Tafeln 
der erlle Ausdruck den correlaliven Werth des Bo- 
gens, der AB entfpricht, bezeichnet, tler zweyte 
, den correlativeiii Werth feines Coniplenients, der dritte 
den corrclativen Werth feines Sinus, der vierte den 
correlativen Werth feines Colinus u. f. AV. , d. h. alle 
diefe Werthe, find blofse algebraifche Formen, Avelche 
die Pligenfehaft habeti, dafs, Aveun lic Itatt der Avahren 
Quantitäten, Avelche fie A'orftellen , in eine llechnmig 
gefetzt Avirden, AA'elehe auf die Hypoihefc gegründet 
ift, dafs die Bogen pofiÜA’' und kleiner als » Aviiren, ' 

fie diele Kefnltate auf alle andere Bogen an\A^endbar 

\ 

machen, die in jeder Richtung von o, bis zum gan- 
, zen Umkreife 4 * begriften find. , 

' . ' ‘ ' 
, iiß. Vereinigt man diefe A'ier Tafeln, fo erhält 

. man diefe Reihe von Gleichungen. 
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ßn 

+ ■ a 

— 

*4* ßn a 

cof _+ a 

— 

+ cof a 

tan 

j jh « 

— 

~f~ tang a 

cot 

T- a 

1 

+ cot a 

1 

jii ** 

— 

+ fec a 

cof 

ec ~f~ a 



_+ cof n 

ßn 

1). + rt 

\ZZZ 

+ ßn v.-a 

cof 

V. + « 

— 

+ coj V. a 


[ cof V. — a 3= + (2 — cof V. n) 


ßn (x_+n) 

zm + cof a 

\ 

cof (t_+o) 

\ ßn a 

t 

lang (t + a') 

^ cvt a 4 


cot (it + a') 

“ "ip lang a 


' fT~}- n') 

ZTZ. ’ljr cofec a 

/ * 

cofcc (r_+ «) 

r::: H- fec a_ 


ßn V. (t + a) 

l~ 4“ (3 — eof V, a) 

• 

ßn V. (t — a) 

izi: + coj V. a 

' 

\cof V. (-r + g) 

: + ßn V. a 

V ' 

ß't (S3 T .+ a) 

rz: "ip ßn a 

' J 

cof (2 T ~t- g) 

— cof a 


tnng (2 T + g) 

- — • 4~ lang a 


cot (2 t 4- g) 

zn cot a 


s' fec (2t + g)' 

' rr~ — fec a 

\ . 


cofcc (2Tlh.<*) — ^ ** 

fin V. =: + (a — finv, a) 

cof V, (st +«) = + (c — cof V. a) 
cof V. (3t — a) ~ +cof y. a 


V ^ '"/ Googli 


4 - 


\ 



ßn ("itr ~f~ (t mr — cof u 
cof (STjdh'*) .I^ß'^ 

^ taug (3»J+ «) ~ cot a 

cot (S».!!!") ”+ 

• /<?<■ (3«r Jl") — _+ cofec a 
cofec (3 t Hh^rt) rrr: — fec a 
ßn V. (3 T + <0 ~ + cof V. a 

fi» V, (3» — rt) z=: -f (2 — cvj V. n) 
cof V. (3t_+o^ — + (2 — ßn V. a) 

'ßn (4» jt.a) = j+ ßn a 
cof (4»jt") " 

taug (4»_^a) r=r J+l inng a 
cot (4tJ+«) ~ _Hh fo£ a 

• ßn (4»i'») — + 

cofec (4T_lt^) _i. cofec a 

ßn V. (4tJ+1o) “ + ßn « 
cof V. (4» + «) r=r + cof v. a 
cof D. (4*- — n) zrz (2 — cof V. a). 


I I 
\ 


\ 


Diefe Gleichungen werden Io gebildet. Ich fehe 
z. B. ans der zwejten Zeile der erften Tafel, dafs 

(St — a) einer von den correlaliven Werthen des Bo* 

% 

gens a ift, alfo ift der correlative Werth feines Sinus 
fin (2t — «),- aber von einer andern Seite fehe ich auS 
dem dritten Ausdruck derfelben Linie, dafs + ßn a 
auch der correlative Werth des Sinus eben des Bo- 
gens (ct — a) ift. Ich fchlielse alfo, dafs ßn ( 2 t — o) 
r=r + ßn a. Eben fo, da der erfte Ausdruck der 
correlative Werth von n iß, avird der correlative 
Werth des Cofinus diefes Bogens ( 2 t — a) zzzcoJCiit-a) 
feyn; aber von einer andern Seite fehe ich aus dem 

vierten 
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vierten Ausdruck derfelben Zeile, dafs derFelbe cor- 
relative Werlli — cof a ift; ich fchliefse alfo, dafs 
cof (2ir — «) = — cof a. Eben fo wird mit den an- 
dern verfahren. 

i 

Diefe Gleichungen find, Avie man fieht, rein 
algebraifch, d. h. fie beftehen nicht unter wirkUchen’ 
Quantitäten, fondern unter ihren correlativen Wer- 
then, und bedeuten, dafs man in jeder Rechnung 
diefe correlativen Werthe für die Avirklichen Quanti- 
täten des ürfj-ftems fetzen kann, Ayelche fie darftellen, 
ohne der Genauigkeit des R.efultats zu fchaden. Sie 
machen blofs diefes Refultat anAvendbar auf Fälle, 
die nicht im Urfyftem begrift’en find, auf das die Be- 
trachtungen gegründet Averden. 

117. Setzt man in diefen Gleichungen a 0, 
fo bringt man fie auf folgende Formeln zurück: 


'Jin 0=0 

• 

cof 0=1 

. 

cnns: 0 = 0 


cot 0 = ao 


fec 0 = 1 


cofec 0 = 00 


0 

II 

0 

1 

cof V. 0 ^— l 

\ 
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' <1 


2. i 


3. \ 


cof T nr o 
lang X ao 

cot ir nr r o 
yec » m:: oc 
cofec T z=r 1 
yi« D. V irr: 1 ' 
coy V. sr r=r o 
ßn 2 !T o 
cof Cjr — 1 

frt«^ 2 t rzn — o 
cot 2 T zrr: — »a 
fec 2 T — 1 
co/cc 0 T ::n=: ao 
ylft V. 2 X mr: 2 
ct>y V. 8 t 1 
y« 3 t = —I 
cof 5« 2=:: o • 
trtfi “■ 3 ^ 

cof 3 t 222: — o 
fec 3 ^ ®® 

coyec* 5» — * 

ßn x>. 3* -— * 
[cof V. 3t 2= 2 

f yi« 4 »■ O 

coy 4*^ 2:22 l 
lang 4V ® 

cot 4 » ^22 00 
fectl^x 22 = 1 
cofec 4 t Z22: 00 
ßn V. ^x 1222 O 

c(>y i>. 4 » ~ 1 


l 
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1x8. Die bisher gefundenen Formeln beziehen 
fich nur auf pofuive oder negative Bogen) von o 
bis 4»; aber es ift leicht einzufehen, dafs man nichts 
, am Werth der Lineo-angulair- Quantitäten verän- 
dert, Wenn man zu dem betrachteten Bogen’ einen 
oder mehrere ganze Ümkreife fügt, fie mögen direkt 
oder ini^ers fejn; d. h. 4 'vo m jede pofitive 
oder negative ganze Zahl ausdtückt. Die (n6) ge- 
fundenen Gleichungen können dann in folgende Tafel 
gebracht -werden: 


fi. 


ßn (/^tnx 4- a) 


+ ßn n ,v. 

ßn (C4m +1) » + «) 


+ cof a ) 

ßn ({4m +2) »jf a) 


+ M « • _ , 

ßn C(4m 4- 3) » Jto) 

' 

— cof a 

Cof (4m )T + tt) 


+ cof a. 

eo/ ( (4 +1) «■ -4- <t) 

HZ 

> 

-t-,/« «» . 

cof ((4m+ c) tr -h a) 

— 

— cof a 

Cof ( (4 m + 5) » + a) 


^ ßn n , 

tätig (4 TO» + rt) 


» . 

- + tätig a 


(C4”* + t) »J+n) -j_ cot a 

((4"* 4- 2) »:+ a) “ jf; taug a 


5 - 


taug (C4TO + 3) » ±. 

n) : 

— -cot a 

cot 


4 ~ cot a 

cot ((4 TO + 1 ) » ") 


“4^ tang tt 

cot ( (4 w "ha) » i. a) 

— - 

4 * cot a 

cot ( C4w» +3) » 4 ~ 


1p tätig n 

fee Ctim» + a) 


4 " fec a 

/ec ( (4 TO + 1 ) » Jb «). 

— 

tp cofec <» > 

fec ((4 m 4 * 2) ,» <*) 

— 

— feen 

Jep (( 4 /n+ 3) «r ±.n) 


4 * cofec ,<t 


Q 9 


■ ; 
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cofe* (4 mg +a) 
cofec ( (4wi + 1) T + g) 
cofec ( (4 m 4 - a) » + g) 
cofec ((4m +3) x:±_a) 

fin Verf (4 m» + g) 

l 

fin verf ( (4m 4 * i)x+ n) 
fin verf ( (4 m + 2 ) w «) 
fin verf (( 4 m 4" 3 ) »jt «) 

* V 

cof verf (4 m«' g) 


8 * 


'+ cofec n 
. + ‘ fec a 
Zf cofec^a T 
— fec a 

+ fin verf a 
jO — cof vetf a ■ 

\ + cof verf (I ’ 
2 — fin verf n 


f 

4- 

cof 

vetf a 

u 

— 

coj verf n 

f 

4- 

cof 

verf a 


— 

cof verf a 

4- 

■ fin verf a 


— 

coJ i 

verf a 

i 

4- 

cof 

verj a 


cof »«/( (4”»+ 3 )» J: «) 2 — fin verf a 

119. In tUefer letzten Tafel nimmt man noch 

an, ilafs tler Bogen a -\virklich fey; aber man kann 

(56) jetzt 'willkührlich fein Zeichen oder den natür. 

' liehen Coefficienicn 1 in irgend ein anderes Zeichen 

verändern, das man aus den Avirklichen oder einge- 

'bildeten AVurzeln der Einheit nimmt, ohne dafs diefe 

Gleichungen anfhören algebraifch genau zu foyn. Ge- 

' langt man durch beliebige regclmäfsige Umformungen 

\ 

dahin, das Unverftändliche, Avas fie enthalten könn- 
ten, verfchwinden zu lalfcn, fo werden die Refultate 
dann vbedeutend und unmittelbar auf die enthaltenen 
Quantitäten anwendbar feyn. ~ 

Ich bin ’bey diefem bekannten Beyfpiel etwas 
weitläuftig gewefen, um die vorher aufgeftellten 

I 
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GrunclfStze mehr zu entwickeln, nnd zu zeigen, AvJe 
wefentlich es ift, das veränderliche Syllem ftets auf 
ein Urfyltem zu bezieheji, wenn man immer nur auf 
eine deutliche und dem Geifte genugthuende Art ver- 
fahren will. Noch mehr, tliefer Gang bringt keine 
neue Schwierigkeiten , dient aber im Gegentheil , um 
vielen zitvor zu kommen. 

Die Erfindung der Lineo- angular- Quantitäten 
verdankt ihren Urfprnng den Bemühungen , die man 
gemacht hat, die Auflöfnng der Dreyecke zu finden.. 
Man raufste bald gewahr werden, dafa diefe Auflö- 
iung überhaupt fich immer auf die der rcchtwink- 
Hcbten Dreyecke zurückbringcu läCsU Alfo nahm 
man als Maafsfiah zur Vergleichung ein reebtwink- 
lichtes Dreyeck mit gegebener Grundlinie an, deü'en 
Hypothenufe z. B. durch i vorgeftellt war; man hat 
diefs Dreyeck für alle mögliche Fälle nach diefer Hy- 
potbefe berechnet, und Tafeln gemacht, wo man . 
diefe Bechnung fchon 'ganz vollendet findet; diefe 
Tafeln find eben die, welche man Sinustafelii nennt. 
Lacroix giebt fchon lange in feinen Vorlefungen tliefe 
richtige und lichtvolle Darllellung, und i mit ihr hat 
er den Plan feiner Trigonometrie gegründet. 

120. Eine beliebige gerade Linie BC(^Fig./^i.')tey als 
Maafsltab zur Vergleichung angenommen; wir wollen 
fie durch i vorftellen, und auf derfelben Linie, als 
Hypothenufe, ein recht winklichtes Dreyeck ABC er- 
richten, indem wir hach und nach den fpitzen Wiji- 
keln alle mögliche Werthe von o bis r geben. Dann 
entwerfen ^vir eine Tafel diefer Dreyecke; in die 
erfte Spalte fetzen wir .die Zahl der Grade eines der 

.. . T 
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Winkel; in die z\reyte den Werth der kleinen 
Seite, die ihm gegenüber lieht, d. b. die abftrakte 
Zahl, die ihn darftellt, wenn die Hypothennfe durch i 
ausgedrückt ift, fo Avie man annahm; in die dritte 
den Werth der andern kleinen Seite; in die vierte 
das Verhültnifs der erften kleirren Seite zur zweyten; 
in die fünfte das Verhältnifs der zweyten zur erften; 
nn«i ’^in die fecUfte endlich den andern fpitzigen Win* 
kel. Oiefs feftgefetzt, fo fieht man ans den bekann- 
ten' Eigenfchaften der rechtwinklichtem Dreyecke, dab 
die, in die zAveyte Spalte gefchriebene, Zahl der Si- 
nus des Winkels ift, der in der erften Spalte (lebt; 
die Zahl der dritten, der /Coftnus; die Zahl der vier* 
ten, die Tangente; die der fünften, die Cotangente, 
und endlich d‘c der fechften, das Complement des 

erften Winkel^- Daraus folgt, dab die Tafel, die 

\ 

aus diefen A'erfchiedenen Spalten entlieht, nichts an- 
ders ift, als die gewöhnliche Tafel der Sinus,. Co- 
' linus u. f> , und dab jede Horizontallinie diefec 
, Tafeln die vollendete Berechnung eines rechttvink- 
Üchten Dreyecks ift, desjenigen nämlich, an delTen 
xwe^ fpitzigen Winkeln der eine in der erften, der 
andere m der letzten Spalte lieht. Endlich enthält 
diefe Horizontallinie nicht allein unter der Benennung, 
Sinus tind Cofinus, die Werthe der kleinen Seiten des 
Dreyecks, fondern auch unter der Benennung Tan- 
gente, das Verhältnifs der erften zur zweyten, und 
unter der Benennung Cotangent, das Verhältnifs der 
zAveyten zur erft^, dafs alfo die Tafel der Sinus, 
Cofinus u. f. AV. niclrts anders ift, als die vollftändig 
geführte Berechnung aller möglichen Fälle des recht- 


! 
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N 

"winWichten Dreyecks,' delTen Hypothenufe durch i ^ 
ausgedcücht Hl. 

Wenn man alfo ein rcchtwinklichtes Drcyech zu \ 

« 

berechnen hat, befieht die ganze Schwierigkeit darin, 
die ihm cnlfprechcnde Horizontallinie der Tafeln zu 
finden; denn dicfe Linie ift die vollftändig geführte 
Berechnung für das Dreyeck. Z. B. wenn man die 
zwey kleinen Seiten <z, h eines rechtwinklichicn Drcy- 
ccks kennt, braucht man nur n durch b zu tbeilen, 

und der Quotient ftellt nach dem, was eben 

gefagt Hl, die Tangente des Winkels vor, der der 
■kleineren Seite a gegenüber Hebt; fucht man alfo 

€l ^ 

die Zahl in der vierten Spalte, fo enthält die 

Horizonlallinie der Tafeln, in der fie Geh Gndet, die 
vollftändig geführte Berechnung .des aufgegebenen' 
Dreyecks; d. h. in der erften und fechften Spalte 
find die Winkel, in der zweyten und dritten die 
Werthe der diefen Winkeln gegenüberftehenden Sei- 
ten, wenn man die Hypothenufe = i annimmt, und i 
endlich io der vierten und fünften die Verhältnilfe* 
diefer Seiten unter einander, nämlich in der vierten 
das Verhältnifs der erften zur zwenuen, und in der 

, ■ i 

fünften das der zweyten zur erften. Da nun der ab- 
folute Werth der Seiten gegeben ift, erhält man 
durch eine blofse Proportion den abfolulen Werth 
der Hypothenufe. So geben die Sinustafeln Auflöfiing 
aller möglichen rechtwinklichten Dreyecke ; und da 
man leicht die Berechnung der andern auf Berech- 
nung der recbtwinklichten zurückbringen kann , < fo 
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find die Sinus tafeln hinreichend,, um •alle Dreyecke 
zu berechnen. . ' ' » • 

121. Es Jchcint natürlicher einen Bogen unmit- , 
telbar mit feiner Sehne fclbft zu vergleichen, als mit 
feinem Sinus, der die Hälfte der Sehne eines dop- 
pelten Bogens ift; das that man auch anfangs, und cs 
■\var möglich, dabin zurücheukommcn , ohne dafs die 
Theorie etwas aou ihrer Einfachheit verlöre; ich 
glaube felbft, dafs lie in dcrllinficht dabey gcAVonne, 
in ■wiefern man es als eine natürlichere Verkettung 
betrachten- kann. _ • 

Man befchreibe (tlg. 42O ^tif der Hypotbenufe BC 
eines rechtwinklichten Dreyecks ABC einen Umkreis, 
fo 'wird er durch A, den Scheitelpunkt des rechten 
Winkels, gehen. Nun ift, Avenn man die Hypoihe- 
nufe durch 1 vorfiellt, die Seite AB der Sinus von 
ACB; denn, AA'enn man aus dem Mittelpunkt D 
DH parallel mit AC zieht, fo fällt fie auf die Mitte 
von Aß{ alfo (iso) der Sinus von ADH oder AÖB 

‘TJj 'aH — 

iß “ odor Avcll BC zzz 1 ßu ACB=.Aß, 

BD BC 

-d. h. der Sinus des Winkels ACB ift gleicli der Sehne, 

auf der er fteht, in diefem Cirkel, deiTen Durch- 
meffer 1 ift; und da jeder andere Wii.kel als AFB, 
der auf derfejben Sehne fleht und feinen Scheitel in 
der Peripherie hat, daifclbe Maafs hat: fo hat ein 
jeder folcher auch, als Sinus, die Sehne, auf der er 
in diefem Cirkel fleht. Alfo überhaupt in dem Cir- 
kel, deffen Diameter durch 1 -vorgeflell t 
ift, ift der Sinus jedes P e vi pheri e AA'i nkela 
gleich der Sehne, auf der ^r fleht. Und 
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•weil in Cirkeln von verfchicdeneh D,m‘climcll’ein tliefe 
DurchnielTer ßch verhalten wie die Sehnen, auf de- 
nen gleiche Peripheriewinkcl flehen, .fo kann man 
überhaupt Tagen : der Sinus jedes Peripherie- 
Avinhels ift gleich der Sohne, auf der er 
<fteht, durch den Durchmeffer getheilt. 

Aus diefem GeGchtspunlUe werde ich die Theorie 
der Lineo- angular- Quantitäten in folgender Aufgabe 
betrachten. 

T r I 

Siebente Aufgabe. 

1 22. Die Tafel der vor.ziiglichften Ver- 
hält n i ffe zwifchen Sinus ipi d C o f i n u s 
zweycr gegebenen Winkel, Sinus undCo*- 
finus ihrer Summe, und Sinns und Cbfinus 
ihres Unter fchiedes, zu bilden. 

m und n feyen die beyden gegebenen Winkel, 
die ich anfangs, jeden einzelnen fowohl als ihre 
Summe m -f- «, kleiner als sr annehme, unter ihnen fey 
n. 

Wir wollen willkührlich eine Linie AD {Fig. 43.) 
ziehen, und auf der einen Seite diefer, Linie 

A A 

BAD — m, auf der andern, nehmen. Durch 
einen lyiHkührlichen Punkt E au( AD ziehen AvirÄC 
perpendikulär darauf, befchreiben um das Dreyeck 
ABC einen Kreis, deffen DurchmelTer Avir, um es 
einfacher zu machen , durch 1 vorftellen ; endlich 
ziehen Avir die beyden Linien BD, CD, und nehmen 
EF zz: CE, EH — JDE; dann AA'ird man folgende 
Formeln erhalten, AVclche die gcL'uchten Verhältnill'e 
ausdrücken. , * . 
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Tafel der vorzüglichften Verhältniffe zwi- 
feilen Sinus und Oofinus zweier beliebi- 
gen Winkel, Sinus und Co finus ihre r Sum- 
me und Sinus und Cofinüs ihres 'Unter- 
fchiedes. 

1) Bt) rr: finm 

2 ) CD zzz. ßn n ‘ 

■ 3 ) AC ~ cof m 

4) AB coß n 

\;zzz Jm in coj n -f- ßn m ßn n 
frz: cof (m — ■«) 

cof m cof n ßn nt ßn n 

ßn (m — 

: ßn m cof n ■— ßn n cof m 


6) AD j: 

7 ) 


\ — cof m cof n — - ßn m ßn n 
ßn tn cof n 

— i/y* C»!* + ») + (>”- 

.0>ce{={7'/" 

uzr ißn (m + n) 
ßn m ßn n 


xßn (nt' 


• n) 
-n) 


V DE i“ 

Izz: i co/ (m—n) — f co/ (m «) 
co/ m «/ w 

‘ \= i coy (m — n) -f- i co/ (m -f n) 

133. Aus diefen erften Formeln haben die Ma- 
thematiker eine Menge anderer abgeleitet, die eben 
fo fcharflinnig , als wichtig lind. Die folgende Tafel 
enthält einige, die ich in der Folge nöthig haben 
könnte. < 
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Tafel der vorzüglichften Verhältniffe zwi- 
fchen den L j n eo • angul ä r - Qu a n ti tä teil ' 
zweier beliebigen Winkel. 

■yr« (m_± n) — fin m cof n jjh ßn n coßm. 
cof (to n) ~ cof m cof n fin m ßn n 
. /• j N fnng m + tan^ n . v 

lang (m H-n) = — 2 — 

I 4- tan^ m tang n 

> 

, . , . ' 1 4- cot m cottt "" ’ 

cot (m + n) ^ 

cot m cot n 


l 


■»} 


f fin m cof n =r f fin (m + n) + i fin (m- 

cof m fin n z=z ^ fin (m + n) — . ^ fin (m — n} 

coj m cof n =: cof (m + n) + ^ cof (m-^n) 

fin m fin n z=: \ cof (m — n) ^ cof (m + n) 

cof,(m — n) — ^ cof (m -f n) 

tang m lang n = — = 4 -. : — -- — ■ >* — J—J.' 

cof \jn -j- cof {in- — n) 

fin (m+H) + fin (m — n) . 

fin {m + n) — fin (m — n) ^ 

cof (m + '«) + cof (m — n) 

cot m tang n — > ' , .. ' •; i 

fin {m'+ n) -1- fin (m — n) .• 

cof (m +n) ~h cof (m — n) 

cot m cot n — '• 

COJ (m — nj — coj (m + n) 


\ . 
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ßn m + fin n 
ßn nt — ßn n z 


m ‘h n . m 
2 ßn — cof - 


n 


. m+ n . 

2 cof .ßn 


r ^ r f m + n ^ 

coj m ”Tj coj n z:: 2 coj — — r . coj 


2 

m — n 


m — n 


cof II — cof m ZZZ 3 ßn 
tanx m + tanx n 


cot m + cot n 
cbt -n cot m 


+ - m- 

. fin 

n J 


COj 

f m cof JL' 
(m — n) 

cof 

m coj n 

ßn 

(m +, n) 

ßn m ßn n 


(m — n) 


I 

.1 


ßn m ßn n 

ßn — ßn n* rz: ßn (/n + n), ßn (m — n) 

f m*, — ßn n* — cof (m + n). cof (m — n) 

, , ßn (m + it). ßn (m — n) 

inx m* — tang < — r ^ 

® ® cof m*. coj n^ 

ßn (m + » )■ ßn (m — n) 

Jin m^, ßn 


cot n^ — cot 


ßn 

m 

+ .ßn 

n 

tnng 

i Cm + 

") 

ßn 

m 

— ßn 

n 

^ttng 

i (m — 

«) 

ßn 

m 

+ ßn 

h 

= tnng 

i (m + h) 

cof 

m 

+ cof 

n 

ßn 

m 

+ ßn 

n 

— cot f 

(m — n) 


cot 

n 

— 

m 


ftn 

m 

— ßn 

n 


t (m — n. 


cof 

m 

4* coj 

n 

— 2 


Jin 

m 

— ßn 

n 

— cot f 

(m + nj 


cof 

ii 

— coj 

m 



cofm ’+ cofn cot \ (m + /t) fec m + fec n 

[ coj n — cofm tang±(^m + n) fec m — Jec n 


Dio;-: 


i 



’ fin 2 m 
cof 2 m • rrr 
6 .] . 

tnng 2 m nr 
'ic'ot 2 7« z::: 


2 yl« TO cof m 
cof — fin ' 
' 'S lang m 
1 — r tun'g TO* 

^ cot TO ’ — 



fin ^ m ~ ^ i 

- 

r I 't' eof to) 

coj i m ~ i i — i 

^ 2 

i 

r — 

^ r ' Rn in 

lang ^ m .=z 

1 -r ecj m 


^ r " ^ fin m 

cot f 7« “ — 1 — 

1 — COJ m 

t 

r) fin TO* + cof m* rrr i, fin m* 

{ . 

X d- taxtg- tn^ 

2) cof 7/J* — — ^ — ' 

X *i“ tnng rn^ 

" t * 

\ 

5 ) c(^ tn* , — fin nrz cof — 

4^ fm m^. fin ;i* + cof to* cof «* 
+ fin n*. cof z:zz i. 

finm^ =r= eofsm 
+ TO*. t'f»y ft* 

■ \ 


Die Formeln der erflen Tafel (lOO) werden fo 


bewiefen : 


Wenn man den Durchmefler nach der Hypöthefe 
durch 1 vorftellt, fo hat jeder 'Periphcriewinkel nach 
(i 2 i) die Sehne, auf der er fteht, zum Sinns, alfd » 
■ÖD — fin TO, Cu zzr fin n, Avie in der Tafel; noch 
mehr, da £ =zr », fo ift ^hC das Coraplement von n, 
alfo auch AC cof m, AA zn cof n. 

Aus derafelhen Grunde, da JSJfC zrr m -f-n, hat 
man ilC ::rr fin (m + n), wie die Tafel anzeigt. ^ 
Der Winhel ABD belicht aus ABC » — m 
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(weil j4BE ein techtwlnlUlclit« Dr^eck ift), und 
CBD — n (weil GBD, ala Peri^liericvvinkel , mit 
n auf einem Bogen lieht) ift alfo » -*- m + n rri 
ff ^ (rn ~r~ oder das Complement von m — n, 
alfo .WD cof ,{m — n), wie man es in der Tafel 

lieht. 

Wir wollen AF^ his G verlängert, an den Um- 
kreis führen, und BG ziehen, weil man nach der 
Conftruktion Th' rr: Jh.C hat, fo wird man auch 
CAD rr!: D^C n haben, alfo BAG 
alfo ßC “ fin (wi — n). * 

Nun fteht man leicht, daCs das Dreyeck BGF 
gleichfchenklicht ift, denn der Winkel ß^Gf oder 
AFCf ift nach der Conftruktion ACB^ der auf 
demfelhen Bogen mit BGA fteht; alfo ift BFG‘:::z.BGA 
und TT' — alfo BF = /in (m' — n). Und durch 
V ähnliche Betrachtungen hndet man AH ^coj (m + n/ 
•*' Die Summe der beyden Segmente Äh, CE ift 

7^ ßA (m +/i)» und ihr Unierfchied ilt BF oder 

ßn (m — n)> alfo ift das gröfste - ’ 

T£ ^ f ßn (m "hn) + ji.ßn- (m — n), ftnd das 
• Heinfte 

CE . — :* ßn (m + n) — i, fin (m — n), fo wie 
es, in der. Tafel fteht, und durch ähnliche Betraeh- 
I langen fteht man , daCs 

JiE ZIT i cof (m-r‘n) + ^ cof (m + n) und 
DE ~ (u* — n) : — ^ coj (m -f- «). , 

Von einer andern Seite giebt das Dreyeck ABE ' 
jLB oder cof n i BE i t ßn m, alfo BE 
ßn m cof n, ^ - , 
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£b.en fo geben die Dreiecke ACE^ >BDE, DCE 
CE zz: fin n cof jrtf AE ~ cof m cof n, DE r:;: 
ßn m fin n. . ' , 

Addirt man die erfte und zAveyte der . letzten 
Gleichungen, fo hat man £E + CE, oder einen neuen 
Werth von JbC zz fin m cof n ßn n coj m, wici 
in der Tafel. Subtrahirt man im Gegenthcil CE von 
ßE, fo hat man BE' ZZ fin m cof n — ßn n cof m. 

Addirt und fubtrahirt man nach einander AE 
und DE, fo erhält man, die zAVe7tcn Werthe von 
AD, AH, Avie iie in der Tafel ftehen. So werden 
alle Formeln diefer Tafel bewiefen. 

124. Bey der zweyten Tafel (123) bcweifet 
man die beyden erßen Formeln, indem man die dop« 
pehen Werthe der fünften, fechllen , fiebenten und i 
achten' Formel der erilen Tafel gleich fetzt, und 
diefe beyden Formeln ßnd genug, um alle andern 
zu beweifcn. Da fich das in den gewöhnlichen Ab- 
handlungen der Trigonometrie findet, fo verwcife ich 
darauf um fo mehr, da mein Zweck nicht ift, ein 
vollitändiges Werk über diefen Gegenftand zu fchrei- 
ben, fondcm blofs die Aufgabe unter einen neuen , ' - 
Gefichtspunkt zu bringen. 

Doch will ich mich noch diefer Figur bedienen, 
nm, ohne eine andere zu Hülfe zu nehmen, den 
Satz ßn m* + cof — 1 zu bewcifen. In der < 

That, da AEC ein rechter Winkel ifi, fo macht die 
Summe der _ beyden Bogen A^, BIX, deren Hälfte ' ' , 
(hm zum Maafse dient, zwey Rechte; alfo ift die 
Sehne der Summe diefer beyden Bogen ein Durch- ' 
mclfer; alfo machen die beyden Sehnen einen rechten 


■ •> 
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Winkel, alfo ift die Summe Ilirer’ Quadrate gleich dem 
Quadrate des Diainelers, -welches nach der Hypothefe 
1 ift, alfo ßn tnP- + coß m* = i. Wegen des recht- 
■\vinkjichteh Dreyccks C, hat man CE- 
und = liL^ + DE^s addirt man (liefe Gleichun- 
gen, fo hat man, weil AC^ -J- BD^ = i, wie Avir 
«ben falten, auch AE'^ +E’E^ -f- CE^ -f- DE’- = i. 

125. Die Betrachtungen find auf die Ilypotbefe 
geghinUet, dafs m, n fo Avie ihre Summe tn + n klei- 
ner als * feyen. Jetzt ift es leicht, die Formeln auf 
alle mögliche Winkel zu erftrecken. Man brauclit 
nur (53) die darin befindlichen Quantitäten als blofse 
Werthe der Correfation anzufchen, diefc Werthe der 
Correlation für irgend einen andern Zuftand des Sy- 

ftems zu fuchen, und fie in die Formeln zu fetzen. 

. 

Wir Avollen z. li. annehmeu, dafs BC fielt , mit 

fich felbft parallel, bcAvege, indeut fie fielt dem 

Punkte A bis -über den Mittelpunkt des Cirkels itä- 

hert, fo AAÜrd der Winkel BAC oder m -f- n fturapf, 

aber Aveder m, noch « lind durch o oder durch oc 

gegangen ; alfo können auch ihre Zeichen der Corre- 

lation fich nicht iit den gefnttdenen Formeln ändern, 

alfo bleiben die zAveyten Glieder diefer Formeln, 

aber bey tlctt elften AA'iid Äti negativ, Avcil 

coß (in -F n) negativ' ift, AVenn m 

Jetzt Avollen Avir uns vorftellen , dafs BC fich, 

I 

mit fich felbft parallel , nach . der entgegengefetzten 
llicbtung bewege, d. h. indem fie fich vom Punkte A 
entfernt, und dafs nachher Aü fich auch, mit fich 
felbft parallel bcAvege, indem fie fich vom Mittel- 
punkte entfernt, bis £, der DurcJrfchnittspkUtdit diefer 
. Linie, 
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' V ^ 

Linie, mit aafserhalb des Cirliels fällt (Fi^. 
dann wird n oder CAD ftumpf geworden feyn. 

In der That iß diefer Winkel durch o geganffen, 
in dem Angenblicke, avo £ ßch mit dem VmktcKe 
befand, und folglich mit C und D zufammenHel. 
Noch mehr im Urfyftem hatte man CAE=: CAß^ßAE 
dagegen im Syö.er^ CAE~ BAR— CAB. Der 
Winkel m bleibt direkt. Aveil er Aveder durch o, noch 
durch ao gehl. 

Um alfo zu Avillen, was auf dicfen Fall die For- 
meln Averden, braucht man nur im zAA'^eyten Gliede 
jeder das Zeichen von n zu verändern, und man wird 
den Werth der Correlation des elften Gliedes finden; 
fo z. B. Avird man fehen, dafs CÜ invers AVird, ,Aveil 
ihr Werth fin n oAer ^ ßn n Avird (ii6^, und 
eben das iß der Fall bey CE^ DE. 

Man kann auch unmittelbar an jeder äer Quan- 
titäten, die in diefes erße Glied kommen, fehen, 
welche invers Averden, Avenn man die Figur ent- 
AVirft, die diefer zAveyten Hypothefe entfpricht, d. h. 
dem Falle, avo n invers wird. Wenn man Schritt 
vor Schritt der Cortßruktion der Adrigen Figur folgt, 
indem man n invers macht, d. h. indem man am 
nimmt, dafs diefer Winkel erß unmerklich bis Null 
abnimmt, oder dafs der Punkt C fich dem Punkte D 
unraerklich nähere, bis er in ihn fällt, dann darüber 
hiuausgehe, und fich ZAvifchen B und D ßelle, fo 
erhält man die Figur, Avelche durch Vergleichung 
mit der ürfigar zeigt, Avelche Quantitäten invers ge- ' 
worden find. So fieht man, AVie vorliin, dafs DE 
es geAVorden feyn wird, Aveil man im neuen Syßem'' 

I. - . • R 

f I 
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jjf: =z ÄE — ÄD hat , da man im Urfyftem 
VE z=z AD — ÄE hatte. ' Eben fo ift CE invers, 
■weil man im erften Syftem CE =. hC — BE. batte, 
dagegen im'zweyten CE z= BE — ßC ift. 

' Auch CD ift invers geAvorxlen (116), AA'eil es 
der Sinus des Winkels CAD ift, von dem Avir eben 
erfahren haben, dafs er invers gcAA'orden fey. Von 
den Quantitäten , AC, BD, ßC, AD, BE, AE ift 
keine durch 0 ode)r durch ao gegangen, fie find alfo 
/ direkt geblieben. Alfo tim auf den neuen Fall die 
im Urfyftem gefundenen Formeln anzuAvenden, braucht 
man nur darin das Zeichen der Quantitäten, n, CD, 
Ce, de zu verändern, oder folgende Correlation mit 
dem Urfyftem aufzuftellen; 

Urfyftem "i" AC, -j- BD, -J- CD, 

Uingeform- ' 

tes Syftem — 'h "i- AB, .^AC, -^BD, — CD, 

j+ BC, + M), -f BE, + +:^, + DE. 

BC, + AD, + BE ,—CE, + AE , — DE. 

Alfo um die Formeln der Urtafel anwendbar auf 
das neue Syftem zu machen, mufs man die, durch 
dief^ Correlation angezeigten, Veränderungen der Zei- 
chen darin vornehmen. Eben fo Aväre es bej jeder 
andern Umformung. 

Die Urfigur felbft, auf Avelchc die Betrachtung 
gegründet ift, giebt acht mit dem erften correlative 

Syfteme, das mit einbegrift'en , Aveil jeder der vier 

/ 

Winkel, A, B, C, D, zuerft in der Ordnung auf 
zAvey verfchiedene Arten gefetzt werden kann, aber 
diefe Formeln kommen auf folgende vier zurück: 
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iftes Syftem ABCDE, 

v 2 les Syllem ..... ACBDE 
5ies Syftem ..... BDACE % ' , 

' 4tes Syftem ./ . . . BADCp. : 

■ Um z. B. auf das vierte die Formel 

fiii (nt -{* n) ~ ß'i UI. cof n fiii n. cof m ■ '' 

anzuwendeii, die dem erften gehört, mufs man die 
Corrclation der aLfoluten Wevthe und der 'Zeichen* 
der dahin gehörigen Quantitäten, m, n, mit 

denen, die fie ei fetzen follefi, aufftellen: 

Urfyftcm + "> 4" ("* + '0* 

Urogeform- • ^ 

teeSyftem [+ (’r — m), + ”» » — C"* — ")• 

A 

Im erften Syfteme hat man m = BAE. Nun 
fieht man aus der Currelation dev Conftruklion, dafs 

* A 

für das vierte Syftem der Winkel, Avelcher BAE ent- 
fpricht, AHE ift, oder *~m. Eben fo fehe ich, 
dafs der n oder CAD entfprechende Winkel für 
das vierte Syftem D/JC oder n ift; und dafs end- 
lich der Winkel, welcher BAC oder m + /t entfpricht, 
ABD oder x — m + n, oder » — (m — n) ift. 

Das ift die Corr.elalion der abfoluten Werth«, di« 
der Zeichen ift direkt, weil das erfte Syftem durch 
eine allmähliche Umformung oft’enbar dem zweyten 
ganz gleich werden kamt, ohne dafs einer der Win- 
kel Ul, II, m+n durch o oder durch oc gehe. Alfo 
ift die Corrclation fo, -.wie wir de vorher dargeftellt 
haben, alfo wird die Formel, die wir auf das vierte 
Syftem anwenden wollen, 

....... . - ß. 3 
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( r — (m — m) ) = fin (w — m). cof n 
+ fin n. cof (» — m) oder ■* 

cof (m — n) — cof to. cof n + fin n. fin nty 
welches die achte Formel der erßen Tafel ift. 

io6. Wir haben gefagt (is/j.), dafs man au* den 
^Äer Gmndgleichungen , die vorher gefunden worden 
(erße Tafel, 5. 6. 7 * 80 » alle die der zweyteu Tafel 
ziehen kann. Noch mehr, man muGs bemerken, dafs 
diefe vier Gleichungen alle von einer einzigen unter 
ihnen abgeleitet werden können, z, B. von der erften, 
und dafs ße, eigentlich betrachtet, nur diefelbe Glei- 
chung find , auf verfcliiedene Arten ausgedrtickt. 
Gleich die zweyte (in der zweyten Tafel) ift nichts 
anders, als die erfte, in der n negativ Avird. Jede 
der zwey erften Formeln müifen bey jedem Werthe 
von m und n ftatt haben, z. B. wenn man «■ + m 
an die Stelle von m fetzt , ohne etwas an n zu ver- 
ändern. Macht man nach der Keihe diefe Subftitn- 
tionen, d. h. fetzt man nach einander für m, r ~h m 
und » — m, fo entliehen die zwey letzten Formeln 
daraus. So fchliefst die erfte alle andern in (ich, und 
umgekehrt; man kann alfo jede diefer vier Formeln 
als einen allgemeinen Ausdruck der Verhältnilfe an* 
fehen, die zwifchen Sinus und Cofinus zAVeyer Win- 
kel, Sinus und Cofinus ihrer Summe, und Smus und 
Cofinus ihres Unterfchiedes beftehen. 

127. Wenn man in den AÜer Grundformeln (5. 6. 
7. 8- der erften Tafel) anfangs n = o anniiinnt, dann 
nach der Reihe m z=: o, m — r, m = 2(r, m=r3», 
»» = 4», fo erhält man die Formeln der Tafel (xi7). 

' Macht’ ruaii noch »1=0, und nimmt noch die Reihe 

f<> findet man 
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liie der Tafel (nG)» Avie es auch feyn mufs; weil ' 
diefe erften Tafeln und die letzte (123) auf daf- 
felbe Urfyftem gegründet find, d. h. nach derfelben 
Hypothcfe, dafs die in diefe Tafel aufgenommencn 
Winkel alle kleiner als der rechte Winkel find. 

rcß* Die Aufgabe, die wir aufgelöft haben, giebt 
nicht allein die vornehmften VerhältnilTe der Lineo* 
angular- Quantitäten zAveyer gegebenen Winkel, fon- j. 
dem fie fchliefst auch die Auflöfung der allgemeinen 
Aufgabe der Trigonometrie ein, nämlich der: 

Wenn von den fechs Dingen, die bey 
einem Dreyeck zu betrachten find, 
drey gegeben find (nur nicht die drey 
Winkel), alle übrigen zu finden. 

Denn giebt man ein Dreyeck ABC aufzulöfen, fo 
braucht man nur, um es in einen Cirkel zu befchrei- 
ben, aus dem Winkel A einen Perpendikel auf die 
'’gegenüberftehende Seite 3 C zu fällen und die Con- 
flruktion fo zu vollenden, wie fie 43.} ift. Dann 
kann man die Formeln ,der Tafel darauf an wenden, 
die die VerhältnilTe aller Theile dicfer Figur 'aus- 
drücken , unter denen fich auch die zu betrachtenden 
fechs JDinge finden. Ich kann mich hier nicht wei- 
ter hierüber verbreiten, da ich überdieC^im folgenden 
Abfchnitt darauf zurückkommc. Nur auf einige be- 
fondere Folgerungen will ich mich befchränken , die 
von felblt aus dem Vorhergehenden entfpringen. 

f 

139. Die Figur 43 ifi, Avie man lieht, ein im 
Cirkel befchriebenes Viereck mit ruchtwinklichten 
Diagonalen. Ich bemerke gleich anfangs, dafs AFO ■ 

BD perpendikulär in i fchneidet, denn im Dreyeck ^ 

' > • - 
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A ^ A 

lAD ifl; lAV nach iler Hypothcfe gleich DAC bder n, 

lind IDA zrz oder » — «; alfo macht die Summe 
/■ 

diefer beyden Winkel » aus; alfo ifl: auch AID zzz: 
d. h.'Al ifl perpendikulär auf DD; alfo umgekehrt, 
"wenn man vom Funkte A den Perpendikel Al 
auf DD fällt , geht es durch F. Aus eben dem 
Grunde, wenn man vom Punkte D einen Perpendikel 
DK auf AB fällt, geht es auch durch den Punkt F. 
Alfo fchneiden lieh im Drcyecke ABD die drey Per- 
pendikel Zn, BF, DK, die aus den drey Winkeln auf 
dib gegenüberllehenden Seiten gezogen -werden, alle 
im Punkte F. 

• Man konnte eben fo beweifen, dafs im Dreyecke 
ABC die drey Perpendikel, aus den Winkeln auf die 
gegcnübei-flehcnden Seiten gezogen, fleh alle im 
Punkte H fchnitten , und da die Winkel m , u will- 
kühilich genommen find, fo gehört diefe Eigenfchaft 
jedem Dreyecke , d. h. in jedem Dreyecke^ 
fchneiden die drey Perpendikel, aus den 
Winkeln auf die gegenüberfleheuden Sei- 
ten gezogen, fich in einemPunkte. 

A A 

' Weil vermöge der Conftruktion GAD irr CAD, 
fo ifl auch 67) ~ CD. Alfo überhaupt, -wenn man 
aus einem -«'illkührlich angenommenen Punkte des 
■Umkreifes D zwty Chorden DU, DA zieht, und von 
den Enden A, B die Perpendikel AG, BC darauf 
fällt, bis an den Umkreis verlängert, fo find die Bo- 
geji DG, DC, die zwifchen dem erften Punkte und 
dem neuen Durchfehnittspunkte begrift'en lind, gleich. 
Dah^r folgt z. B. , dafs , Avenn U,an die Sehne (Zo 
zieht, fie perpendikulär vom Diametcr, den man aus 
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«lern Punltte D zöge, durchfclinitten würde, und 
dafs umgekehrt der Perpendikel ausiJD auf CG durch 
das Centruni .gehen Avürde. / . • ^ 

13Ö. Ich habe bewiefen, dafs die Perpendikel . 
aus den drey Winkeln yl, B, C, auf die gegenüber» ' 
ftehenden Seiten , lieh alle in einem Punkte dürch- 
fchneiden mülTen, hier in D (Fig. 44*)* Aber jeder 
der Scheitel yi, B, C ift in diefer .Rücklicht in dem- ^ v 
felben Fall wie der Punkt Dy \ d. h., eben fo wie der 
Punkt D der ift, wo fich die Perpendikel aus den '> 
Winkeln des Dreyecks ABC. auf die gegenüberftehen- 
den Seittn .durchfehneiden , eben fo ift der Punkt A 
z, B. , wie man leicht fieht, der, wo fielt die Per- ' - 
pendikel aus den drey Winkeln des Dreyecks ABC 
auf die ihnen gegenüberßehendeu Seiten durchfchncir 
den. Eben diefs ift bey den andern. So bilden drey 
beliebige Punkte von den vier Funkten A, B, C, D 
immer ein Dreyeck, wo die drey Perpendikel aus 
den Winkeln diefes Dreyecks auf -die gegenüberftehen- 
den Seiten fich alle im vierten- Punkte durchfehnei* 
den. Die Figur ift alfo ein Syftem von vier Punkten, ' 
wovon zwey und zwey durch Linien verbunden 
find, und zwar fo, dafs jede Linie, die durch zwey ^ ' 

diefer Punkte geht, die Linie, Avelche durch die 
zwey andern geht, perpendikulär fchncidct. 

Noch mehr: diefe ^Figur hat die Eigenfchaft, 
dals, wenn man durch je drey oder vier .Punkte 
A, Bf Cf D (zum Beyfpiel durch A, B, C) einen 
Cirkel befchreibt und den Perpendikel bis an den 
* Umkreis in A^, B* , C verlängert, daraus drey im 
.Cirkel befchriebene > Vierecke mit rechtwiukUchteu ' 
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Diagonalen entliehen, fo wie die, die wir in der 
Aufgabe (laa) unterfucht haben, nämlich ABA^C, 
BZ1B^A% CA OB, in weicht^ man je zwey vollhom-i 
men ähnliche und gleiche Dreyecke hat, SDC und 
BAtC, ABD und AOB, ADC und AB<C. 

Was ich eben von dem Cirkel gefagt habe, der 
durch die drey Punkte A, B, C geht, pafst auch auf 
jeden andern, der durch drey beliebige Punkte von 
den vieren A, B, C, D geht, wobey man noch be- 
merken muls , dafs alle diefe Cirkel denfelben Durch- 
melier haben, d. h, zum Beyfpiel der Cirkel, der 
um das Dreyeck BDC befchrieben wird» ift gleich 
dem Cirkel ABA*C, weil das Dreyeck BDC vollkom- 
men gleich und ähnlich dem Dreyecke BA*C ilt, 
welches felbll in dem Cirkel ABA*C befchrieben ift. 

131. Wenn man aus dem Mittelpunkte X (Fig, 43.) 
lieh einen Perpendikel auf BC gezogen vorftellt, fo 
lieht man leicht, dafs, wenn der DurcbraeH'er des 
Cirkeb = i id, der Perpendikel \ cof (BAC) oder 
f cof (m+ >0 feyn wird, aber die Tafel (12a) giebt 
AH cof (m +n), welches der doppelte ift. Alfo: 
In jedem Dreyecke ift der Perpendikel, 

aus dem Mittelpunkte des unifchrieb enen 

' 

Cirkels auf eine Seite gelaffen, die Hälfte 
der Entfernung des Scheitels des entge- 
gengefetzten Winkels von dem Punkte, 
wo fich die drey aus den Winkeln auf dio 
gegenüberftehenden Seiten gezogenen Per- 
pendikel fch neiden. 

' • Daraus folgt, dafe, wenn man aus p, dem Mittel- 

punkt von bC (^Fis. 45) , eine Linie nach A zöge. 
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lie in o durch die Linie LH (H ift der Durchfehnitu* ^ 
punkt der Perpendikel) auf zwey Drittel ihrer Länge, 
vom Punktet an zu dehnen, gefebnitten würde. 
Denn die Dreyecke AHo, pLo find ähnlich, alfo da 
Lp = i All, ift auch po = -k Äo, Nun fieht man 
leicht, dafs o der Punkt iß,, avo fich die drey Linien, 
die aus jedem Winkel auf die gegenüberftehenden 
Seiieu gezogeu. Av erden , fchneiden. Alfo: In jedem 
Dreyecke liegt der Durebfebnittspunkt 
der drey Linien, aus jedem Winkel auf di« 
Mitte der gegenüberftehenden Seite, der 
Durchfehnittspunkt der drey Perpendikel 
aus eben dielen Winkeln, auf die gegen- 
überftehenden Seiten gezogen, und der 
Mittelpunkt des u m fchrieb e nen Cirkels in 
einer geraden Linie. 

' ijc. Bis jetzt haben Avir den DurchmelTer des 
Cirkels (Fig". 43.) durch 1 bezeichnet, aber Avollcn 
Avir die Avirklichen Werthe der Figuren, die nach 
dielem Parameter beftimmt Avenlcn, haben, fo muGs 
man damit anfangen, die Gleichungen gleichartig zu 
machen, indem man für die Einheit, Avo ße den 
Durclimell'er vorßellt, den Avirklichen Werth diefes 
Durchmeilers fetzt. Wir AVollen den Badius = il 

I 

annehmen , fo Avird der DurchmelTer ~ a R feyn. 
Dann mufs man, um die (ase) gefundenen Gleichun- 
gen homogen zu machen, ftatt der Quantitäten AB, 

AC, BU u. f. AV. — u. f. Av. fetzen, 

sK 2K sK 

,dic fo abftrakte Zahlen Averden, Avie jeder der zAvey- 
ten Ausdrücke diefer Gleichungen. Diele fo umge- 


^ formten Formeln geben verfchiedenc neue Folgerun» , . 
gen. Z. B. wir haben (124) AC^ BD^ = 1» 

^diefe Gleichung wird AC^ 4 * =4R*. 

Aus demfelben Grunde hat man AB^-\- CD^z=:i^R^, ^ 
alfo ÄB^ + JC^ + + CD^ = 8 R% 

'di h. In^jedem Viereck, das in einem Cir- 
' , kel befchrieben ift und recht Avink- 

lichte Diagonalen hat, ift die Summe 
! der Quadrate der vier Seiten dem dop- 
pelten Quadrate des Durchmeffers 
• gleich. ' 

133. Wir fanden ebenfalls (124) 

JE^' + BE^ + CE^ + DE^ = I. 

Diefe Einheit giebt hier 4R*» alfo; 

In jedem Vierecke, das in einem Cirkel 
befchrieben ift und rechtAvinklichte 
Diagonalen hat, ift die Summe der 
Quadrate der vier Segmente der Dia- 
' gonalen gleich dem Quadrate des Dia- 
meters. 

• 134. Weil BC — BE + CE, fo hat man 

BC^ = BE^ + ÜE» ■+ a BE . CE 
und eben fo AD^ — AE^ + DE^ + qAE . DE. 
Addirt man die beyden Gleichungen und bemerkt, 
dafs nach dem A’^origen Satz , ' 

■ ÄE* + + C?;^ + DE» = 4 R» 

Und JdE . CE — AE . DE Avegen der Eigenfchafteu 
des Girkels, fo erhält man 

ßZ'» + ZD» =r 4R» + 4ZE . DE. 

Diefs feftgefetzt , fo Avollen Avir die Entfernung 
i^s ' Punktes £ vom Mittelptiukte des Cirkels r nen- 
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^ jien ', oder •welches einerley ift, den Halhmeffer des ** 
coiicentrifchen Kicifes, der durch den Punkt E geht, 
Die Segmente, weiche E auf dem Durchmeller , ticr 
durch diefen Punkt geht, macht, werden R+r< 
und R — r'l'eyn, folglich ihr Produkt R* — r*. Alfo 
hat man vermöge der Eigenfchaften des Girkels 
'Je . DE = R^~r\ 

Alfo wird die vorige Gleichung ’ ' 

' • BC^' + Jü^ =rr 8 R® — 4r», 

d. h. Wenn man aus einem beliebigen 
Punkte'in der Fläche des Girkels zwey 
beliebige Sehnen zieht, die fich fenk- 
' recht durchfehn eiden , fo wird die 
Summe der Quadrate diefer 'beyden 

• Sehnen gleich dem doppelten Qua- 
drate d es Durch m e f fers feyn, Aveniger 
viermal des Quadrats der Entfernung 

> d es n u r c h fch n i t ts p u n k t es diefer bdy- 

* den Sehnen vom Mittelpunkt des Gir- 
kels. 

Man inufs bemerken ( 47 )» diefelben Eigen- 

fchaflen ftalt haben, der Punkt E mag innerhalb oder 
aufscrhalb der 'Fläche des Cirliels liegen. Diefelben 
Eigenfchaften erftrecken fich auch auf die Kugel, mit 
folgenden Modifikationen. 

135. Wy Avollen annehmen, dafs eine Kugel 
durch drey unter einander perpendikulär'e Ebenen 
gefchnitten fey, R fey ihr HalbmelTer, r die Entfer- 
nung ihres Centrums von dem Punkte, Avo fick die 
.drey Axen kreuzen,- Avelche aus den Durchfehnitten 
diefer Ebenen entftehen, fo ift . ' • ‘ 
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• i) 81 c Summe der Quadrate der -3 Sehnen oder 
der Theil der eben angeführten Axen , 'wel- 

' eher von^ der Kugelfläche abgefchnitten '\vird> 
= 12 Ä* — ßrK 

I 

0 ) Die Stimme der Produkte, die entftehen, wenn 

4 

man die s Segmente jeder Sehne mit einander 
inultiplicirt, rr: 3 fl* — 3r*. 

5) Die Summe der Quadrate der 6 Segmente i die 
' s und 2 auf diefen Sehnen gebildet werden, 

. — 8r*. 

4 ) Die Summe der Quadrate der 13 Linien, die 
S und 3 die Enden von jeder diefer Sehnen 

' mit den Enden der beyden andern verbinden, ' 
S 4 R* — 8 

5) Die Summe der Quadrate der 15 Linien, die 
s und 3 die 6 Enden der 3 Sehnen verbinden, 
— 36 R* — 16 r*. 

6) Die Summe der Quadrate der HalbmelTer der 3 ' 

'Cirkel, welche die Durchfehnitte der Kugel mit 
5 Ebenen bilden , 3 R* — r*. 

Jede diefer Quantitäten wird alfo immer diefelbe 
feyn, was auch die Richtung der Axen feyn mag, fo 
lange der Halbmefler R der Kugel und die Entfer« 
nung r ihres Mittelpunkts vom Durchfehnittspunkte 
diefer Axen <diefelben bleiben, diefer Durchfehnitts- 
punkt mag innerhalb oder aufserhalb des Körpers 
der Kugel liegen, wenn fie nur wirklich durchfehnit« 
ton, oder zum wenigften von diefen drey Axen be- ‘ 
rührt ift, denn die Sätze haben nicht mehr ftatt, 
wenn eine oder zwey diefer Axen nicht die Kugel 
träfen. 

i 

• I 
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Ich fuge noch hinzu, Aveil die Flächen der Gir-< 
kel lieh Avie die Quadrate der DurchmeiTer, verhalten, 

fo folgt aus dem fechiten Satze diefer neue: 

» 

Wenn man von einem gegebenen Punkte 
Uch drej auf einander fenkiechtc Ebenen* 
voritellt, die den Körper einer Kugel 
fchneiden, fo Avird die Summe der Flächen 
der drey Cirkel, W'elche die Durchfehnitte 
bilden, immer diefelbc feyn, yv e 1 c h e 
Richtungen man auch diefen Ebenen giebt; 
Avenn fie nur nicht aufhören alle drey die 
Kugel zu fchneiden« ,'Diefe beltändige Quan« 
tität ift ^ der gegebenen fphärifchen Oberfläche-, Ave< 
niger der ganzen fphärifchen Oberfläche, Avelche zum 
Durchmefler die Entfernung des Centrums der gege- 
benen Kugel vom Durchlchnittspunkte der drey Axen 
hätte. 

136. Man kann aus diefen Sätzen verfchiedene in- 
terelTante Folgerungen ziehen. Z. B. Aveiin man an- 
'nimmt, dafs der Punkt, avo lieh die drey Axen 
fchneiden, auf der Oberfläche der Kugel fey, fo hat 
man r rzr R, und das Syftem kommt auf eine Trian- 
gulär -Pyramide zurück, deren drey Flächen auf ein- 
ander fenkrecht lind. Die dritte Formel fagt uns, 
dafs die Summe der Quadrate der drey Kanten , die 
von dem Scheitel ausgehen, avo fich die drey Flächen 
vereinigen, immer gleich dem Quadrate des Durch- 
melTers der Kugel iß, Avie auch die Richtungen diefer 
Kanten feyn mögen. Alfo eben fo, als, wenn man 
'ans einem Punkte der Peripherie eines Cirkels zAvey 
auf einander feiikrechte Sehnen zieht, die Summe 



der Quadrate diefer Sehnen imiuer gleich dem Qua- 
drate des Durchmell'ers ift, eben fo ift bey der Hü- 
gel, Avenn man, .von einem Funkte auf ihrer Ober- 
fläche genommen, in diefe Kugel drey beliebige Seh- 
nen zieht, die Summe der Quadrate diefer drey Seh- 
nen immer gleich dem Quadrate des DurchuielTers 
diefer ^ugel. 

Daher folgt auch, daCs, Avenn man eijie Triangu« 
larpyramide , die, drey auf einander fenkiechte Seiten- 
flächen hat, in eine Kugel befchreiben follte, man 
gleich den Durchmeffer der Kugel haben Avürde. 

157. Aus dem Mittelpunkte L des umfehriebe- 
neu Kreifcs (Fig. 46.) feyen die Perpendikel La, Lb, 
ic auf die Seiten BC, AC, AB gelalfcn, und dann 
die Linien ab, ac, bc gezogen; da die l*uiikte a, b, c 
die Mittelpunkte der Seiten lind, fo Averden die letz- 
tem Linien mit, den jedesmaligen Seilen parallel feyn, 
und gleich ihren Hälften. Diefs angenommen , lianii 
das Viereck aBcL, Avelclies zAvey rechte Winliel in a 
und c bat, eben desAvegen in einen Kreis befchrieben* 
■>\erden. Alfo nach der Eigenfchaft der in einen 
Kreis befchriebenen Vierecke ift das Produkt feiner 
zAvey Diagonalen gleich der Summe der Produkte der 
entgegengeletzten Seiten. Die beyden andern Vier- 
ecke bAcL, b Ca L haben diefelbe Ligenfchaft. Alto 
hat man die drey Gleichungen 

AL . 0 c ^ 0 .iL~hAc,hL 
Bi-. , c a nrr ßc , u L Ba . c L 
LL . ab izr: L a . b L -{• Cb , a L. 

. Addirt inan alle diefe Gleichungen , indem man 
bemerkt, dals AL Bi^ rr: CL li,' und ■ dafs 
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Tc+Ta +~äb die Hälfte des Umfangs Jft, den ich p 
nennen wiH, und dafs endlich Ab ~ Cb, Ac zzz Bc, 
ha zz:: Ca, fo erhält man ' 

p . R ziz: p (a Li b L. + cJu) 

— i (fTI . ßt + bZ . Je + 7 L . Aß), ! 
aber der letzte Ausdruck des zweyten Gliedes ift 
offenbar der Inhalt des Dreyecks AliC( ni nana t man 
nun den Durchmelfer des im Dreyecke befchriebenen , ' 

Kreifes r, fo ift diefer Inhalt auch zm^pr; fetzt man . 
diefen letzten Werth für den erften, verfetzt, und 
dividirt alles durch f p , fo erhält man 
jR '+ r zzz a£. + b L, + c JL. 

Alfo in jedem Dreyecke ift die' Summe ’ 
der drey Perpendikel aus dem Mittel- 
punkte des umfehriebenen Kreifes auf 
die Seiten, gleich de« Summe des Halb- 
meffers des umfehriebenen Kreifes und 
des Halbmeffers des e i n gefchrieb en en 
Kreifes. 

Wir haben angenommen, dafs der Mittelpunkt in 
die Fläche des Dreyecks felbft fiele; fällt er aufser- 
halb, fo ift ein ftumpfer Winkel da, und dann wird . 
der Perpendikel, aus dem Mittelpunkte auf die die- ' 
fern ftumpfen Winkel entgegengefetzte Seite gefenkt, 

' invers, und fo fein Werth negativ. 

Wir haben (131) gefehen, dafs Jrl (Fig. 43.) 
das Doppelte des Perpendikels ift, das man aus dem 
- Mittelpunkte L auf die dem W^inkel A, aus •welchem 
der Perpendikel All gezogen ift, entgegengefetzte 
, Seite zieht. Alfo ift die Summe der Entfernungen 
des Punktes II von den Winkeln A, B, C felbft das 

, i . • 

r ■ 

' N , 

\- . ' 
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Doppelte der Summe, der drey Perpendikel, die aut 
dem Mittelpunkt auf die Seiten gezogen find. Nun' 
haben wir oben gefehen, dafs diefe letzte Summe 
— 11 + r iß , alfo : 

ln, jedem fpitzwinkllchten Dreyecke ift 

* 

die Summe der Entfernungen des Punk* 
tes, wo fich die drey Perpendikel aus 
den Winkeln auf die entgegengefetz* 

' ten Seiten fchneiden, gleich der Summe 
des Durchmeffers des eingefchriebe- 
nen Kreifes und des Dufchmeficrs des 
um fchriebenen Kreifes. Ift einer von 
den Winkelii ftunipf, fo mufs man die 
Entfernung diefes Winkels von dem 
, , Punkte, >vo fich die Perpendikel kreu- 
zen, negativ nehmen. 

Man hat oifenbar — R , eof 

JLb =rr, 11 . cof B, Lc ~ R.cof C. -Addirt man diefe • 
drey Gleichungen, und benieikl, dafs Ln+L6+Lc 
rr: R +/•, fo erhalt mau > 

ft + r rrr R . (cof A + cof B + cof C) oder 

-jj- UZT cof A cof B + cof C — 1 , d, . h. ; 

In jedem Dreyeck verhält fich der Halb- 
nieffer des 'eingefchrieb enen Kreifes 
zum Halbmeffer des umfchriebenen^ 
Kreifes, wie die Summe der Cofinus der 
drey Winkel, weniger den Sinus totus, 
z n m Sinus totus, 

138* Man könnte, indem man immer nur von 
den gegebenen ^Begriffen ausginge, die Theorie der 

Lhieo- 
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Lineo-angulÜr-Quamltäten auf einen allgemeineren 
Grundfatz zarückführcn, der auf denü bekannten Satze 
beruht, dafs in jedem eingcfchriebenen Viereck das 
Produkt der beiden Diagonalen gleich der Summe 
der Produkte der entgegengefetzten Seiten ift. 

Es fey ABCD {t'ig. 47.) ein folches Viereck; yrir 
■wollen . > 

AB —2a, AC Z2: ab , DC = 2c und folglich 
BD =: 2 (ß» — [* + i ) annehmen. 

Wir haben alfo (ißt) Aß ^ fin n, AC fin h, 
LiC = fin c, Bü — fin (a + i + c), ÜC fin 
AU izZ fin (i*{“c)« 

Setzt man diefe Werthe in die Gleichung 
W: . Jb — AB , DC ÄC , hü, 
fo erhalten wir 

fin (a-\rh) , fin {b +c) rr^ fin A . fint +finb , fin(a +c), 
eine Formel, die für jeden Werth der Winkel 
a, b , c ilt. 

Wir wollen zum Beyfpiel i + c “ » nehmen, , 
fo hat man 

fin (b + e) tr“ 1 , fin e " eof h, fin {a +^b -h c) 
fin (» + a) — cof a; die Formel wird alfo 
, fin (a + b) :z 2 : fin a . cof b -f" ^ 

Nehmen Wir h—n, fo haben >vir 
• jin b '1, fin (a -j- ^) *<> fin (Jb 4“ c) zzzz cof e, 

yia (a + i 4" 0 — ‘‘‘’Z f'* + 0 » 

die Formel wird alfo 

cof (a + r) — cof a , cof c ^ ,fin a . fin c. 

Nehmen wir c zzz — a, fo haben wii* 
fin (a i -j» O = fin b, fin c irr •— fin a, fin (b ^ c) 
— fin(b~~a); 

I. . S 


I t 
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die Formel wird alfo 

ßn . fin (i-— «) rr: ßn i* — ßn a*. \ 

^ Nehmen wir c » — a , fo haben Avir 
ßnc:zzz cof a, ßn(b-^-<) ~ cof (a — l'), ßn (a+i +e) 
— cof b ; 

die Formel wird alfo 

/nfa+i). coj Qa—b') zr: ßn a . cof a+ßn b , cof b* 
So Cchlierst diefer einzige Satz die ganze Theorie 
der Lineo - angulär • Quantitäten zweyer gegebenen 
Winkel ein (flehe aio ff.). 

Achte Aufgabe. 

i t . 

139. Durch allgemeine Formeln die Ver- 
hältniffe auazudr ü cken, die zwifchen Si> 
nus und Cofinus einer beliebigen Zahl von 
Winkeln, Sinus ttnd Cofinus ihrer Summe, 
und Sinns und Cofinhs ihres Unterfchie- 
desbefiehen. ‘ ' 

In der (120) behandelten Aufgabe haben wir. nur 
zwey Winkel m, n betrachtet, und haben die Ver- 
hälinilTe gefucht, die zwifchen Sinns und Cofinus 
diefer Winkel, fo AAne zwifchen Sinus und Colinus 
ihrer Summe, und Sinus und Cofinus ihres Unter* 
fchiedes beftehen. Wir inülfen jetzt diefe Formeln 
allgemein machen, indem wir fle auf eine beliebige 
Folge von Winkeln a, b, c, d ansdehnen. 

, Wir Avollen erft nur drey nehmen, dann hat man 
folgende beyden Avechfelfeitigen Gleichungen zwi- 
fchen den drey Winkeln 'a, b, c, d. 'Ii. wo diefe 
Winkel alle drey dicfelbe Rolle fplelen', ^ • 
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fin a . fin (b — c)+ßn.i , ßn (c^a) + fine . ßn (a^h) ' 

= 0 (A) 

eofa . ßn (b — c) + cofb.ßn (c~a) + cofe . ßn(a^b) 

== o (B). . , 

Wir haben nämlich (123) 
ßn (b — c) — fin b . co f c — ßn c . cof b 
ßn (c — a) — ßn c . cof a — ßn a . cof c (C) 
ßn (n—b) — fin a . cof b ^ ßn b ^ cof a ’ 

Mulliplicirt man die erfte Gleichung durch ßn a, 
die zweyte durch/« b, die dritte durch ßn r, und 
addirt fie dann, fo AVird das zweyte Glied o, und 
das erfte die Gleichung (^), Avelches die erfte von 
denen ift, die bewiefen Averden feilten. 

Multiphcirt man nachher die erfte von den Glei- 
chungen (C; durch cof a, die zwcyie durch cof b*. ' 

die dritte durch cof c, und addirt fie, fo wird das 
ZAveyte Glied o, und das erfte 'die Gleichung 
AVelches der zAveyte der zu heAveifenden ift. v ' 

Diefe letzte kann auch aus der'erften (A) abge- 
leitet Averden, denn diefe mufs flau haben , Avelche ' 

Werthe man auch für a, J, c fetzt, und Avird aifo 
eben fo Avahr feyn , wenn man ftatt diefer Winkel 
ihre Complemente fetzt, nämlich » — «, w — b, » — o,* 
durch diefe Subftituüon aber Avird die Gleichung (A), 
die Gleichung (B). 

In diefen Formeln kann man AvillkührUch einen 
oder mehrere von den drey Winkeln i, c negaüv 
annehmen, Avas die Summen der Winkel, zAvey und 
zwey genommen, ftatt ihrer ünterfchiede giebt. 

Dividirt man die erfte der Formeln (Aß, (B) ' 

durch fin «, ßn b, ßn c. und die zAVeyte durch 
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coj n. ccf h. cof c. fo werden diefe Formeln 

fu, (a — b) fin(h — c) ßn (c — a) 

fin a . ßn b ßn b . ßn. c' ßn c . ßn a ^ ' 

ßn (n — b) fin (b— c) ßn (c-^a) 

co/ a , cofb ' coJ b , cof c coj c . coj n . ^ 

Formeln, die aach wechfelfeitig zwifcben 6, c 
find. 

Setzt man Ip den Formeln {A), (£) nach der 
Reihe c = o, c =r= )T| und fetzt inan auch« nach ein* 
ander h politiv und negativ, fo wird man die Grund- 
formcln erhalten, welche die fünfte und fechfte For- 
mel der Tafel (isa) für zwey Winkel geben. 

Nimmt man c = a + t, fo werden die Formeln 
(A) und (£) 

,■ ßn (rt + . ßn (a — b):zzz ßn — • ßn 

'■ cof ( a + ^) , ßn (a~—b) = ßn n . coj a — fin b . cof b. 

Setzt man in der Formel (A) t b rr: — a, 

fo wird fie ßn cn s ßna , cof a. 

Es fey c zrr sr, b in, fo wird die Formel 


fi‘ 


— r. oder tan^ ^ a 

coj ja 


ßn a 


Derfelbe Fall 


'1 •<- luj a 

tritt hey den andern ein. 

140. Jetzt wollen wir vier Winkel, b, c, d, 
im Syfiem annehmen, dann Avird man folgende bey* 
de Formeln haben : 

fin a . ßn b . ßn (c — d) + ßn b . ßn c . jut ( d — « ) 
+ ßn c . ßn d . ßn (a — i) + ßn d . ßn a . ßn(b—‘c) zzi 0. 
cof a . cofb . fin (c<— + cof b . cof c . ßn (d — n) 
+ cof c . cof d . ßn(^a-—b) + cof d . eofa . ßn(b—^>-') 
~ o. 

/ Dividirt man die erftc durch fin a. ßn h. ßn c. fin d. 
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und die zweyte durch cof- a. cof h. cof c. cof d, fo 

$ 

erhält man 

fin (a — b) ^ ßn (b — c) _^cof (c — d) _^fn(d — a) > . 

fin a . fiti b ßn b , ßn c ßn c , ßn d ßn d . ßn a ^ 

ßn (a — f')i ß>^ I (‘^ — ^) ■ y*'* — «) 

coj a . cof b cof b , coj c ßn c . ßn d ßn d . ßn a 

Betrachtet man die Analogie diefer Formeln mit 
denen (»59) für drey Winkel nur gefundenen, fo 
kann man fchliefsen , dafa überhaupt für eine belie- 
bige Zahl von Winkeln 

fin (a — i) fin (b — c ) fin (c d) 

ßn ß , Jin b ßn b . ßn C ßn c , ßn d ’ ’ ' ' 

Jin p . Jin a ^ ' 

fin (a •— b) , fin (b — c) fin (c — d) 

0of a . cofb (ofb. , cof c coj c . £oJ d ' ‘ ’ 

+ Pl'- . f = „ ( 6 ). 

coj p , coj a ■ ^ 

In der That haben wir (153) 

fin (a — b) =r fin a . ‘cof b — fin b . cof a 
fin (jb — cj fin b , cof c — fin c . cof b 


(■ 


fin (p — rt) = fin p . cof a — fii 


in a , CO; 


>f p. 


Theilt man die erfte diefer Gleichungen durch 
fin n, fin b, die zAveyte durch fin b, fin c u. f. vv. 
und addirt dann alle diefe Gleichungen, fo wird das 
zweyte Glied o, das erße die Gleichung in (F). 

Die zweyte Gleichung (G) beWeift man auch auf 
gedoppelte Art (159). 

.In diefen Formeln kann man willkührllch einen 
oder mehrere Winkel negativ aimehmen, wodurch in . \ 
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der Rechnung die Summen diefer Winkel, zwey und" 
xwey genommen, ftatt ihrer Unterfchiede entfteheii 
werden. 

jf Diefelben Formeln können auf unendlich viele 
Arten verändert werden, denn fie müffen ftatt ha- 
ben, welche Winkel man auch für n, i, c fetzen 
will. So kann man ftatt des Syfiems der Winkel 
a, i, c, das Syftera der Winkel (a + i), (t + 0 * 
(c +d) u. f. w. fetzeni oder (« — i), (J> — 0» 

11. f. w. oder (rt + J + c), (fr + c + d) u. f. w. , oder 
(« +fr — c), (fr + c — d) u. f. w. oder die Comple- 
mente diefer Winkel, oder diefe Winkel negativ ge- 
nommen u. f. w. 

141. Diefelbe Methode kann dienen, um mehr 
andere Formeln derfelben Art zu finden, die eben fo 
einfach und Avechfclfeitig zwifchen allen Winkeln 
find. Man hat z. *B. zwifchen beliebigen Winkeln 
a, h , c . . . l p folgende zwey' allgemeine Formeln: 
Jin (a + fr) . ßn (n — fr) + Jin (fr+^c) . ßn (fr — c) 

/ + ßn (p + rt) . ßn (pl — fl) = o (IL') 

cof (fl+fr) . ßn (fl — -fr) + cof (fr *!■ e) . ßn (fr— -c) 
...... + cof (p + fl) . ßn (p fl) = O ( K) 

Denn wir haben vorher (123, 138) gefunden 
ßn (fl + fr) . ßn (fl — fr) ~ ßn «^ — ßn fr* 
ßn (fr + c) . ßn (fr — c) zrr ßn fr* — ßn c* 
«•••«•••••*•**** 
ßn (p+fl) • ßn (p — fl) ~ ßn p~ — ßn fl*. 

Addirt man alle diefe Gleichungen, fo wird das 
zweyte Glied o, ünd das erfte die Formel ( fi), wek 
ches die erfte zu beweifende ift. 
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Eben fo fanden wir C®S3) 

cof (a +i) . fttf{a — h') irr: fina . cof a — - jin h , cof h 
cof (b +c) . fin (b — e) zr: fin b . cof b — fin c , cof c 


cof(j>'¥a) . fin (p — a) zn fin p . cof p- — fina. . cof a 
Addirt- man diefe Gleichungen, fo wir(| das - 
EAveyte Glied o, und das erfte die Formel (K), wel- 
ches die zweyte der zu beweifenden ift.’ 

14s. Eben fo geben die vierten Formeln der 
Tafel (123) 

fin fa+i) . fhi (a — J) la . 

co f a- ; ■ cof b- — ~ - 

fm (b +0 . fin (b—c) ,, 

cofb^ . coTc^-' — ^ ■ 

fn (p+a) . fin (p — <i) , , 

• ■ - r- , ■ ^ V i P* — tang a» ' 

coj p^ . coj a® • ® 

Addirt man diefe Gleichungen , fo ‘ wird das 
aweyte Glied o,’ und das erfte giebt die Formel 
fn (ß+t) , fin fa — i)' , fn(b+c').fin(b — c) 

coj o* . cof b*. ' coj b* . cof c^ 

, . -I. 

cof p^ . cof a* 

i 43 < Eben fo geben die erften Formeln der 
Tafel (123) „ .. 


taug (« — b) rr 


tang a — tnng h 


, oder 


1 + tang a . lang b ' 
tangfa~bj fi -{•tanga , tang bj z:z tang.a — t^ngh 
tang(b — c) ( 1 + tang b , tang c) ggz tang b tang c 


tang(p — a) (» -i-tangb .^tangc) = tangp — tang a. 
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Addirt man diefe Gleichungen, fo wird das 
zweyte Glied o, miid das erftc gieht folgende 
Formel; ^ ' 

— (\ + t<l"S + *.«"» (^'—0 ' 

(l +’tart^ h . tans c) + , . , ^ tßng fp — «) 

tcuigj} . tang a) :== o. ^ . .. j 

Es ift leicht einzufehen, dafs »an auf diefe Art 
eine unendliche Menge Forroeln derfelhen Gattung 
Unden kann. 

144. Nimmt man an, dafs die Winkel a, h, c,., 
eine regelmäfsige Reihe bilden, deren Gefetz bekannt 
fey, fo bildet jede der eben angeführten Formeln 
auch eine regelmäfsige Reibe, Wovon die Summe der 
, Glieder- fchon gefunden »ft, da fie o ift. Ich ' 
nehme zum Beyfpiel an , dafs_ «, i, c . . , in arithme» 
tifcher wachfender Reihe ,feyen, deren erftes Glied 
und Verhältnifs — «,* "deren Zahl d.er plieder r= m, 

(0 'hat man , 

fr = 3 «, c pp 3 a, ,d 4.*^. ••• 

Alfo werden, die beyden Formeln (//}, ( ff)i 

wenn man alles durch — ßn « dividirt,, _ 


fin 3 rt + ßii d* ßn J a . 

- - uv . fin (iri + i)a , fin m — l)n 

*T* - ' — r '' — : — ■ ■ ' ■ — ' ■ — u 

Oder 

ßn 3« + /«■« 5« + /üf 7« . . . + /'■'* i)rt 

■j , , 1 --.-'.-^ fin (m --F i^a : fin (m — i)a 
^ , Jin u 

* • T • 

"cofia + cof 5 a '-h 'cof Ja cofXnm — i)a, 

' cof (m + i)rt . /infm — i) n 

• "V . . jiii a ' 


welches' bekannte Törmeln find. ^ 


r 
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Setzt man diefc Werthe in die C’4o) gefundenen" 
Formeln (F), (G), und theilt man alles durch — ßn «, 
fo werden üe 

7 F. + r - — — .... «. r. w. 

Jiii a . jin s a Jm 2 a , Jin 3 a 

1 fin (m — i)<il 
ßn a^. ßn ma 

* . >. . . 

i-'o/rt , coj C4f iX. cof e a . co] 3 rt ■* 

fin (m'— 1) n 

' • ' ‘ ‘ jin a , coß a '.coj' ma 


1.1 U'"-.. .'I t!i ■ . i •i" 1 ■ • 

I ■ 1 


WO, weil cofec a ;=^ fec^a s;; — m«i| 

folgende Formeln erhält; ' , > v.< . .. h 

• ‘cofec a . cofec sn 4 * cofec 2 <» , eofee 3 « . , , . ; =• 
’ := ßn . cofec o® . cofec 'ma 

fee a , fec s<t *t fec äa , fec 3a , . + = 

:rr ßn'(m — 1) n . fec a , cofec a . fec ma. 

.i . -r 
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’ Dritter AbTchnitt. 

0 ' 

Bildung analytifcher Tafeln, um fowobl den Inbegriff 
der Verbtiltniire autzudrücken , die zwifcben den ver* 
fcbiedenen Tbeilen derfelben JFigur beßeben; als auch 
die Modifikationen , welche die andern correlativen 
Figuren von diefer erften Figur und von einander unter* 
’ * fcbeiden. 



»45. Ich werde hier bey verfchiedenen geometri* ' 
fcben Figuren die Vergleichungstafeln anbringen, von 
denen ich im Anfänge diefes Werks eine Idee (2) ge- 
geben habe; d. h. ich werde auf mehrere Beyfpiele 
die in' den zwey erften Abfchnitten entwickelten 
Grundfriize anAvenden. Dabey verfahre ich fo: An- 
fangs bilde ich die Tafel derjenigen Verhältniffe, Avel- 
che alle Theile des Syftems, das ich als Maafsftab zur 
Vergleichuiig angenommen habe, unter einander bin- 
den, und nachher unterfuche ich die Veränderungen« 

Av eiche der Ausdruck diefer Verhältnifle leiden mufs, 
Avenn das Urfyftem felbft in verfchiedene Zuftände 
der Umformung übergeht. Auch Avird die Form die- 
fer Tafeln fo eingerichtet Averden, dals diefe Ver- 



bigitized by Googlc 


S83 


bältnilTe felbft in ihrem Inbegrift' betrachtet Averden 
■können, fo dab alle theihA-^eifen VerhältnilTe implicite 
darin begriffen Ond , und man jedes daraus herlcitcn 
kann, das ZAvifchen beliebigen Quantitäten befteht, 
die man aus dem Syfteme AVählt, mögen diefc Quan- 
titäten linear oder angular feyn. 

Die Zahl diefer VerhältiülTe nimmt in dem Maafse 
zu, in dem das Syftem aus mehreren Theilen befteht. 
Z. B, in einem Dreyeck find nur 6 Dinge zu betrach- 
ten, und in einem einfachen Vierecke, dell’en Seiten 
bis zu ihrem jedesmaligen Zufammenftolsen yerläugert 
Cnd, fchon 35; nämlich die 4 Seiten, die s Diago- 
nalen, die ifi Abfchnitte, 2 und 2 auf jeder diefer 
Seiten, oder Diagonalen gebildet, und endlich die 15 
Winkel , die von «liefen 6 Linien, 2 and 2 betrachtet, 
eingefchloITen Averden. 

Aber die Zahl der befondern Fragen, die bey' 
jeder diefer Figuren verkommen, nimmt Aveit fchnel- 
1er zu , als die Zahl der Theile diefer Figur felbft« 
Da für das Dreyeck die allgemeine Frage diefe ift, 
Avenn 3 von den 6 darin zu betrachtenden Dingen 
gegeben find (nur nicht die 3 Winkel), die andern 3 


zu finden, fo entfpringen daraus 


6- 5- 4- S 
2- 3 


:rr 60 be- 


fondere Fragen, Aveniger den drey vorher ansgenom», 
menen Fällen, Avenn 3 Winkel gegeben find und 3 
Seiten verlangt Averden. Bey dem Viereck ift die allge- 
meine Frage, Avenn von den 5 darin zu betrachten- 
den Sachen irgend 5 gegeben find, die nicht von 
einander abhängen, die 28 Unbekannten zu finden. 
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befondere Fragen bis auf die kleine' Zahl der .vor- 
hin ausgenommenen Fälle. Man kann daraus auf die 
Zalil der befonderen Fragen rchliefsen« die ein Fünf- 
eck oder höhere Polygone geben würden, und fo 
fehen, dafe es beynahe unmöglich ift, Tafeln zu bil- 
den, die unmittelbar jeder diefer befondern Fragen 
entfprächen. £s mnfs aifo diefem Mangel durch eine 
befondere Form abgebolfen werden, aus, defman, ver« 
nröge einiger algebraifchen Operationen, jede Antwort 
sieben kann, deren man in einem befondern Fall be> 

t f 

darf. Und das ift gerade meine Abßcht, 

Dazu fteUe' ich mir vor, da(s in der vorgegebe* 
«en Figur eine .Kette von Dreyecke.n beftimrat ift; 
dann der graphifchen Conftruktion folgend i indem 
man nach den gewöhnlichen Kegeln der Trigonome- 
trie von einem zum andern übergeht, berechnet inan 
alle Lineär- und Angulärtheile, aus denen das Ganze 
befteht. Noch mehr, man drückt fte alle blols in 
Wertben von einigen unter ihnen aus, die man wie 
bekannt anßeht, und die in binlänglicbcr Zahl da 
fcyn müiTen , damit alle übrigen beftiramt feyn kön- 
nen. Die Tafel, die hieraus entftebt, hat oft'enbar 
nur fo viel Formeln, als Quantitäten im Syftem find, 
und nun behaupte ich, dafs diefe Tafel 'den Mangel 
der vorhin angeführten allgemeinen Tafel vertritti 
deren Ausführung oft'enbar lücht möglich ift. 

'■ In der That,- da die neue Tafel nach der Hypo- 
thefe alle Theile dies Syftcnis enthalten mufs, blofs in 
Werthen von einigen unter ihnejr berechnet, fo hat 
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man augenfcheinlich die Verhältniffe diefer Quanti- 
täten auf irgend eine Art, *wey und aAvey, drey und 
drey, zufammengeftellt u. f. w. blofs in Werth en von 
denfelben erßen Quantitäten , die als MaafsHab ^ur 
Vergleichung angenommen find* Man kann alfo, 

Avenn man diefe letzten herausfchafft , blofs 'durch 
diefe Gnmdtafel alle möglichen Vethältniffe haben, 
die- ZAvifchen den Quantitäten des allgemeinen Sy- ' 
Acnis beftehen. Die folgenden Unterfuchungen follen 
diefe Ideen entwickeln, und die Anwendung jed.ea 
Refullats auf die correlativen Syfterae macht^s, welche 
auf die Urfigur bezogen Averden können, auf AVelche 
die Betrachtungen gegründet und die Tafeln gebildetx 

find. ^ 

\ 

Neunte Aufgabe. 

146. Ein Dreyeck ift gegeben, und ein 
Perpehdikel aus jedem der Winkel auf die 
geg e n ii b er ft e h en d e Seite gelenkt, man ver- 
langt , dafs alle fowohl anguläre, als 
lineäre Th eile diefer Figur, inWerthen ' 
von drey beliebigen unter ihnen ausge* 
drückt Averden, die unabhängig von ein- 
ander find, und die man als Maafs ft ab zur ' 
Vergleichung angenoiiimen hat. 

ABC (,Fig. siQ.) fey das gegebene Dreyeck, AH,. 

BG, CF die Perpendikel, D ihr Durchfchniitspunkt. 

Man foll alfo alle Winkel und alle Linien, die zur 
Zufammenfetzung diefer Figur gehören, blofs in Wer- 
then von drfy unter ihnen ausdrücken, Aveil durch 
drey alle übrigen fchon genug beßimmt find', Avann ' 

■ t 

/ ■ ' 
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nur dlefe drer von einander unabbängig find. Alfo 
-können diete drey Quantitäten Avedcr drey Winkel 
feyn , ■weil awey von ihnen den dritten beftimraen, 
noch eine der Linien des Syftems mit den beyden auf 
ihr gebildeten Abfcbnitten, weil, wenn zwey von 
diefcn lineären Quantitäten gegeben find, die dritte, 
die nothwcndig ihre Summe oder ihr Unterfchied ift, 
auch beftimmt Aväre. 

Offenbar ift die allgemeine Aufgabe der Trigono» 

( metiie als ein befonderer Fall in diefcr Frage enthal- 
ten, wie fchon (128) gcfagt ift, denn die fechs in 
dem Dreyecke ^BC zii betrachtenden Dinge find 
unter denen, die zur Bildung der Tafel gehören. 
Aber damit diefe Tafel einer gröfsern Anzahl befon- 
dercr Fragen cntfpreclien könne, nehme ich auch die 
drey Linien FC, FH, CH darin anf, fo wie den 
Halbraeifer des umfehriebenen nnd des eingefchric-' 
benen Kreifes , den Umfang und den Flächeninhalt 
deffelbcn Dreyecks. 

Ich nehme, fo wie in der ficbenten Aufgabe 
(t2o), als Maafsftab zur Vergleichung die beyden 

A A , 

Winkel BAD, CAD, die ich m, n nenne, und den 
Halbmell'cr des umfehriebenen Kreifes = R. Alfo 
mufs ich, wie das offenbar möglich ift, alle Quanti- 
täten des allgemeinen Syftems in Werthen von rn, n, R 

' ausdriieken. i 

♦ 

> Den rechten Winkel werde ich durch x, den 
Halbmeller des eingefchriebenen Kreifes durch r, den 

Umfang durch P, nnd den Flächeninhalt ABC des 
gegebenen Dreyecks durch cV bezeichnen. Eben diefe 
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fienennnngen'Averdc ich für die fech* folgenden Auf- 
gaben beybehalten. 


Allgemeine Tafel der Verhältniffe, di« 
EWifcheii den Winkeln und den Seiten 
eines Dreyecks beftehen, den aus den Win- 
keln auf die gegenüb erßehenden Seiten 
gefenkten Perpendikeln, den Abfchnitten 
und den daraus entßeheuden Winkeln 
u. f. AV, (Fig, sQX 

» 

Werthe der Winkel, 
i) BAD = m. 

а) CAD = n. 

3 ) BAC z:z m -h n, 

4) CBD = n. 

5) AßD — » — (m + n), . / 

б ) ABC ::== t — m. ^ - 

7 ) BCD rr: m. 

8 ) A t:D — ^ — • (m + «). y 

o) A^B nr *■ — n. 

lO) ADB ~ » +n. ' - 

n) ./IDC zür » + m. \ 
ra) BDC ^ s» — (m + «). 

\ I 

Werthe der LimciW 

13 ) B^ ~ fl R fin (m + n), 

14 ) ^ 2 R . Cof TO. 

*5) AB — a R . cof n. 

r 6 ) AD z== 2 R , cof (m + nf 

IJ) BD S R , fin TO. ^ . 


\ 


\ 


V 
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»8) üZ) hr: e A . y^n «» ' , 

19) jIH rrr 2 R . cof tn » cof n, ^ 

20) RH :::i: 2 R . /m m . cof n. 

ai) CH zzz aR . fin n , cof M. 

fio) i)H =: 2 R . /trt m . fin n, 

23) 2 R . cof nt . co/ (nt + n), 

, 24) BF 2 fl k yj« nt . /in (m *+• n). , 

25) CJ* rrr 2 R . cof m * /i« {tn + /i). 

26) HF 2 R . fin m > co/ (m + li). 

27) H Cr rz: 2 R . co/ « . cof (m + «}* 

• 28) B O z::z. 2 R . cof n . fin (m + n). 

29) C(y 2 R . fin n . pn (tn + n), 

30) DG — 2 R 1 fin n *, cof (m + n)i 

31) FG — 2 R . /« (m + n) , cof (m + nf 

1 32) 2R . /ih w . co/ m, 

, 33) C>H :zir 2 R . /m n . cof n. 

34) R — It. 

55) P :rr 2 R . (co/ n» + co/' n + fin (tn + «) ), 

36) r R (fin m + fin n + cof (m +«)- — 1). 

37) ^ ~ — ® . cof tn . cof n . fin (m + n). < 

Die Bildung dlefer Tafel folgt offenbar aus dei 
■ (122) gegebenen. Doch bann fie auch leicht uninit* 
telbar gebildet werden, denn alle Winkel lindet inan 

I 

durch blofse Addition oder Subtraktion, Aveil alle 
drey Winkel eines Dreyecks z=: str. Nachher erhält 
hian alle Linien aus dem Satze, dafs lieh die Seiten 
eines Dreyecks Avie die Sinus der gegeniiberltchen* 
den Winkel verhalten. Nun Aveifs’ man fchon 
(12c), dafs HR nr 2 R . cof «, HC’ 2 R , cof tn, 

BC 2 R . fin (m + n), • 

Der 
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' DÄr .Werth von P findet fich, indem man die 
vorigen Werihe der drey Seiten AÖ, ÄC, BC addirt 
•' Der Werth: von r entfpringt offenbar ans dem 
(* 37 ) bewiefencn Satee, Avenn man in die Gleichung 

iR er =r AV -^- BC 4 - CD, die Werthe fetzt, 

1 

Avelche fiir dieCe drey Linien die i6te, i^te, ißte 
Formel der Tafel geben, und daraus den Werth von 
r zieht. 

Den Flächeninhalt S findet man durch den be- 
kannten Grundfalz, dafs der Flächeninhalt jedes Drey- 
ecks gleich dem Produkte ZAveyer Seiten ift, durch 
den halben Sinus des eingefchlolTenen Winkels multi- 
plicirt. Das giebt ' 

5 ~ ÄS . Äö . fin (m 4* n), ' ’ 

wo man für AB, AC die Werthe der i5traund i 4 ten 
Formel fetzen mufs. 

Man kann eben fo den Flächeninhalt der andern 
Dreyecke finden, die zur Zufammenfetzung der un- 
terfuchten Figur gehören, wie 

ÄDB, ÄDF, RÜG u. f. AV. 

^ Die zAveyten Ausdrücke diefer Formeln werden 
nach Bedürfnifs, vermöge derer umgcformt, AVdche 
die Ci23) gebildete Tafel 4usmachen, um die Ver* 
bältnill'e der Lineo - angular- Quantitäten im Allgemei- 
nen auszudrücken. 

' 14.7. Diefe Tafel bezieht fich nur auf (,Fig. aß.), 
die als Urfyftem angenommen ift , wo. das gegebene 
Dreyeck ABC feine drey fpitzen Winkel hat. Wir 
tnüifen jetzt nnterfuchen, AVelche Modifikationen fie 
leiden muls, Avenn man fie auf den FaUfaawenden 
L T 
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will, wenn einer von den Winkeln Itumpf wäre. 
Dazu (kann man auf zwey Arten kommen, entweder 
indem man die Rechnung ganz von vorne für die 
neue Figur anfängt, oder indem man unterfucht, wel- 
che Quantitäten bey dem Uebergange der einen' in 
die andere invera werden und darin in den Formeln 
der Tafel das Zeichen einer jeden von ihnen. veiiK 
ändert. * - v 

Wir wollen zuerft annchiuen, dafs der Winkel 
BAC (Fig. 31.) ftunipT werden das, kann nun ge- 
fchehen, wenti A und D ihre Stellpngen vei\vech- 
feln. Dann ift keine von den Quantitäten in, n, R,~ 
aus denen blofs die letzten Glieder beftehen, weder 
durch o, noch durch ao gegangen: alfo bleibt jedes 

von lUefcn letzten Gliedern fo wie es il't, ohne Vei;- 
äiiderung der Zeichen. Jetzt wollen wir unterfuchen, 
Avas aus den erften Gliedern Avird. 

A 

Wenn nach der Hypothefe BAC ftumpf Avird, 
oder tn-f-n==>», fo folgt aus der 5ten und ßten For- 
xnel, dafs AliD, ACD invers Averden , und dafs folg- 
lich ihr Zeichen der Correlaliön — feyn’mufs. 

Noch mehr: der Colinus eines ftumpfen Winkels 
Jft invers (iiG), ■alfo A'ermöge der Formeln 16, 23, 
267 27, 30, 31 AVerden die Linien Aü, AF, VF, AG, 
DG, FG auch invers, und iwülfcn das Zeichen — ^ . 
annehmen: folglich Avenn die VerhältnüTe der 

Quantitäten, Avelche die erften Glieder diefer For- 
meln, find, durch beliebige Gleichungen ausgedrücht 
waren; fo brauchte man nur, um diefe Glcicbungen 

* A 

auf den Fall anwendbarieu machen, wo BAC ftuxnpf 
wäre, in- dct:. erften Tafel die Zeichen der acht Quan* 
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. titäten AJß'Df AÖD, ulU, ÄF, ' UFy AG ^ 13 FG zu 
ändern. / , ; .' j i .• , ■ ^ 

Das ftimnit mit. dem Refultat überein, .das die 
-zweyte Horizontallirüe der Tafel der Correlationi (yß) 
giebt; denn man üeht eben fo dmch diefe Tafel, 
dats die Quantitäten, die invers 'find, nnd deren Zei* 

.eben mau folglich verändern mu&,!.,wie vorher.- 
AFt DF, AG, DG, AüD, ACD find; nur Fo finddt 
lieh .nicht da,- weil fie nicht im Syftem enthalten < 
War, , naeh dem die Tafel der Correlation gebif- ' 
det ift.- ' ■ . . j I ■ \ 

' Jetzt yvoUen -wir annehlnenV- dafe AUC Itutnti£ v 
Iverde^^Jttg. 3®-)s ""'äS gefchehen kann, /wenniniaD 
fich vorlteilt; ..jdals. der Tunkt £ fich auf EC bis >|en* . 
feits des Punktes H. bcAvege^ hier wird ofi'enharr un- 
ter den drey Quantitäten. m, n, fl,iwelche dleizWey- 
teu Glieder der' Formeln ausinachen , m allein Jdvers. - 
Alfo fetzt man — m für »ä.''.Niin zu>den eilieni' 

Weil TK invers wird,-i oder lein Wei th da's^ hega- , 
ti-^b 'Zeichen annimmt, fo fiebt man aus doli drllen 

- A ■ A . . . 

und fidbenten 'Fdrmcl,. dafs £..ilD .und BOD. invers 

' « -4t 

wxrden. .eS i.'j ii.. ■ ■ ■!> ■■•.r nu!?: 

Noch mehr (tiß)t jU tn Avlrcl.äüch dhe inverf© 
Quantität., al£o nach den Formeln iL 7 ^ so« Qz, 

52 mülTen die QuaiuiiStcn ßD, ßll, DH,' BF, f DF, 

FH invers . werdeil » und zum Zeichen der<Currcla- 
tion — . erhalten. . 1 - Wenn alfo die VevhSltnilfe, At-elche 
unter den- 37 Quantitäten beftehun, Avelche die erlten , 
Glieder thefer Formeln -ausmacheir; durch hdliebige 
GkichungcB- äusgedrückt wären, -fo’' brauchte man 
nur, um diefe Gleichungen auf die neue Hypothefc 
. ' Ta 
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anwendbar* zil roacbcn {wenn .< 4 ßC ==•»), die Zei- 
chen der acht folgenden Quantitäten darin zu verän- 
dern.; ißiA B( 1 d, BDy JSiÄ mi, BF\ DF\ FH; was 
auch' mit der driitten HoiizoiUalreihe der *(93) auf- 
geftellten Tafel der Correlation übereinfümmt. 

Aua demfelben Grande ßeht man» dafs» wenn 
die VerhältnilTe unter, eben den 37 Quai^titäten durch 
Gleichungen ansgednickl Gnd»i man»-'nm diefe Glei- 
chungen auf den Fall anwendbar zu machen, wo der 
■Winkel ACB,(Fig. 33.) ftumpf Avürde,-. nur darin die 
Zeichen folgender acht Quantitäten zu verändern 
brauchte: CADy CBD, CJJ, CHy DH, COy DOy HU. 
Auch dieB Rimmt'n)It .tder vierten Zeile der* (93) 
gd^elltien Tafel der Correlation überein. • r > 

' ' 148k' Daraus köiuieu Avir l'chlieBen, ! 

• -v} dafs. die. Formdln, der Tafel unnüttelbar auf das 
.«1 (ßreyeck ABC angewendet werden', wenn die 

drey Winkel fpitz find (,Fig.' aß.)» u ’ •.*'•'/ 

\ 

■ u) Um fie lo zu machen, wie man fie gefunden 
'»•9 1. haben würde 4 Avenn die Rechnung auf die Hy- 

xpoiäiefe' gegründet Aväre , dafs ßw 4 C :=*! »4 'braucht 

A 

man nur in den erften Gliedern die Zeichen der 
'.V acht Quantitäten, AßD, ACD, ADy AFy DFy 
. .rAUtfg JbUy und nichts in dfcn andern Giiedertt zu 
. U A'eitänd^n. ; , , . . 1 -iu 1 c, 

•ü; 3 ^AIln:diefdb <5 Tafel fo zu , machen ,. r.Avie, man lie 

gefunden* haben würde, Avehn man die Rech- 

\ '' 

■u-jii .nuiig auf die ,Hypothefe gegründete hätte, da(ä 
- ^ AÄC ^ muU man. in ;den zAveyten Gliedern 
4 ' die! Formeln .4— m £tir m fetzen, und is den erften 

C 'r. ■ . 
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die Zeichen der acht Quantitäten, BAD, BCD, 
BD, BH, DH, BF, DF, FH, verändern.- 
4) Hätte man endlich die Rechnung auf die Hypo- 
thcfe gegründet, dafs A^B ^ , und Avill die 
Tafel fo machen, wie man fie dann gefunden haben 
■würde, fo mnfs man in den aweyten Gliedern 
die Formeln —n für n fetzen, und in den erden 

A A 

die Zeichen der acht Quantitäten CAD, CBD, 
CD, ÜH, DH, CG, ÜG, HG, verändern, 
letzt wollen tvir einige befondere Folgen ans die- 
fer allgemeinen Tafel ziehen. 

149. Vergleiche ich FG mit AD, fo linde ich, 
dafs 

— — = ßn (m + n) oder ’ 

AD 


, FG ; AD ßn ; 1, 

d. h. in einem Vierecke, das, wie AFDG, zwey 

rechte Winkel hat, die lieh diagonal entgegengefetzt 

find, verhält lieh diefe Diagonale FG zur andern 

Diagonale AD, wie der Sinus irgend eines der Win* 

kel, die durch diefe letzte Diagonale verbunden find, 

zum ßn, totus. Eben das fiöht man bey den V'ier- 

ecken derfelben Gattung BF DH, CGDH und AFCH, 

das aus zwey Dreyecken beliebt, die fich am Scheitel 

entge^engefetzt find, AFD, CDH, und das zwey 

rechte Winkel aPc, aAc hat; denn feine beyden 

Diagonalen find FH, AC, nun bat man aus der Tafel 

FH . , 

= Im m, oder 

■ Ä7i I . - 

'FH : AC ■SS ßn m : i, ^ 

Eben fo bey den andern. 


V 
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150. Vergleicht man SB mit THj, fo findet man 
hD ; CD zr~. fui m : fin 11, 
oder Aveil m das Complement von jlBC, und n das 
Complement von A^B ift, fo hat man 

hlf': CD ~ — cof ABC : cof ACB, 

/ 

d. h. Avie fich die Seiten eines Dreyecks zu den Si- 
nus der gegenüberftehenden Winkel A'erhallen, eben 
fo verhalten fich die Cofinns eben diefer Winkel zu 
den Entfernungen ihrer Scheitelpunkte, von dem 
Punkte, AVO fich die dfey Perpendikel fchneiden, die 
aus diefen Scheitelpunkten auf die gegenüberftehen- 
den Seiten gezogen Averden. 


151. Theilt man AF durch jTGy 

fo erhält 

man 

^ eben fo alfo 

Jf _ 

ÄC 

‘"‘'.Z " ÄB "‘V " 

AG 

Äß 

oder 


• 


AF : A& =:JC : 


Alfo haben die Dreyecke AGF, ABC einen ge- 
meinfchaftlichen Winkel zwifchen proportionalen Sei- 
ten, alfo find fie ähnlich, obgleich FO nicht nUt BC 
parallel ift, aber fie find das, Avas man antiparallel 
nennt, AAeil die gleichnamigen Seiten nach entgegen- 
gefetzten Richtungen liegen. Man könnte eben fo 
bcAveifen, dafs die andern Dreyecke BFII, CGH, auch 
jedes dem vorgenommenen Dreyecke ABC^ ähnlich, 
und alfo, auch unter einander ähnlich find. 

I -J 

152. Befcbreibt man über BC als Durcfamefi'er 
einen Kreis, fo. geht der Umkreis durch die Punkte 
F, G, Avegen der rechten Winkel BFC, BÖC, alfo 
Avird BFGC ein eingefebriebenes Viereck feyn, und 

t 

/ , 

^ . . . e 
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folglich . tlic bekannten Eigenfchaften dicfer Figur ha- 
ben, So wild es auch mit ACHBy AFHC, BFDIl 
u,^ f. w. fcyn, und die Formeln werden diefelben 
Hefultate geben. ^ , 

155. Mulliplicire ich von der einen Seite All, 
mit i)ll, fo erhalte ich ßn m . ßn n . cof m . cof n, 
"und mulliplicire ich von der andern, Seite Bll mit 
eil, fo habe ich daffelbe Refultat. Alfo All . Dil 
— m . CH. Eben fo findet man BG . DG zzz 
AG . CG und Cif . DF — AF . BF. 

*j 54. Erhebe ich die i3te und i6te Formel zum 
Quadrate und addire fie, fo erhalte ich 4 weiches 
das Quadrat des DurchmelTers des umfcluiebencn 
Cirkels ift. Eben das findet ftatt, wenn ich die i4te 
und i7te, oder i5te und i8te quadrire und fie ad- 
dire, d. h. zwifchen den vier Punkten A, B, C, D 
ift die Summe der Quadrate der geraden Linie, die 
awey davon mit einander verbindet, und derjenigen, 
Avelche die beyden andern zufammenfügt, - immer 
diefelbe und dem Quadrate des DurchmelTers des 
umfehriebenen Cirkels gleich. 

155. Addire ich die im vorigen Abfchnitt vor- 
hommenden fechs Quadrate, nämlich AB^,L-HF, BC^, 
AD^, BD^, CD^, fo ift die Summe = 12 fl®, d. h. 
die Summe der Quadrate der Entfernungen der vier 
Punkte A, B, C, D, zwey und zwey genommen, ill 
dem dreyfachen Quadrate des DurchmeiTers des um- 
fehriebenen Cirkels gleich. 

156. Multiplicirt man von einer Seite die i4te " 
rtnd i5te Formel, und von der andern die igte durch 

2 R, fo erhält man dalfelbe Produkt, alfo AC . AB 
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z=ilH . rR oder Ml :AB = : 2K, d. h. in 

jedem Dreyecke verhält fich der aus einem Winkel 
auf die entgegengefetzte Seite gdfenkte Perpendikel 
zu irgend einer von den diefen Winkel einfchliefsen* 
den Seiten, wie die andere zum DurchmelTer des ura- 
fchriebenen Cirkels, wie bekannt ift. 

157. Multiplicirt man die i5te und i8te Formel 
mit einander, und die 33fte mit 2 Ä, fo erhält man 
gleiche Refultate. AIfo AB . CD = OH , e li, 

153* Multiplicirt man die cofte,- 23fte und c^fte 
Formel, und eben fo die 2iße, 24fte und eyße«* fo 
erhält man daffelbe Refultat. Alfo i..- 

ÄF . BH . ÖÜ JG . BF . CH. 
i 59 - Multiplicirt man von einer Seite die i 4 te, 
röße und 28ße Formel, und von der andern die lyte, 
25^ und 27ße, fo erhält man daßeibe* Refultat, Alfo 
Je . ^ . DF =1 AG . BD . CFi 
, Alle, diefe Zufammenßellungen , die maii ins Un< 
endliche fortfetzen kann,' geben, wie man ßeht, eine 
Menge Lehrfätze, die man fehr mühfam einzeln auf- 
fuchen würde. Da min die Tafel alle Quantitäten 
des Syßems enthält, fo fchliefst ße auch implicite alle 
ihre Eigenfchaften in fich. So kann man befonders 
jedes Verhältnifs daraus ziehen, deffen man bedarf, 
wie man an den andern Tafeln fehen wird, die wir 
aus diefer erßen in den folgenden Aufgaben ziehen 

werden. , 

( ' ' 

Zehnte Aufgabe, j * 

160. Wenn in einem Dreyecke zwey 

Winkel, und die einem entgegengefetzte 
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<r 

^ Seite gegeben find, au finden:' i) den 
dritten Winkel und die beyden andern - . 
Seiten; s) die aus den ^VViiikeln^ auf die 
gegenüberßehenden S eiten gefenkten Per- 
pendikel; 3)'die-'Segmeute und Winkel, 
die aus den ■\vechfelfeitigen Durchfchnit- 
ten aller diefer Linien entßehen; 4) die 
drey geraden Linien, die den Fufs diefer 
Perpendikel zwey und zwey verbinden 
u. f. w. (.Fiff. 28 ‘)> 

Wir wollen als die beyden gegebenen Winkel 
j4BC und A^By als die bekannte Seite AC anneh- 
men; man foll alfo alle in der vorher gebildeten Tafel 
aufgezühlte Quantitäten in Werthen von den drey 
Quantitäten ABC, A^B und AC ßnden. 

Aber da durch die erße Tafel alle diefe Quanti- 
täten in Werthen der drey bJ^D, CAD, B. fich aus- 
gedrückt finden, fo braucht man nur die neuen ge- 
gebenen Quantitäten den vorigen zu fubftituiren. 

Um den Ausdruck der zAveyten Glieder abzü- - 
kürzen , Avollen Avir ‘annehmen , dafs 

ABC — B. ’ • ^ ' 

ACB C. 

ÄT: — b. ‘ 

Ferner fuche ich unter den Formeln der vori- 

i ' 

gen Tafel die drey, av eiche die neuen Gegebenen ' 

A A , 

ABC, ACB, AC in Werthen von m, n, R ausdrücken ' v 
/ (die 6te, gte* und i4te Formel). Ich ziehe umgekehrt 
aus diefen Formeln m, n, R in Werthen die drey an- 
dern, und fetze fie in alle Formeln der erßen Tafel. ' 
Daraus 'ehtßcht augenfcheinlich eine neue Tafel, wo 
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j«de^ der Quantitäten de« Syftems , fo -wie man es 
verlangt, in Werthen von B, C, 6 ausgedrückt feyn 
wird. I 

Nun find die 6te, 7te und i4te Formel 
B — w — m, 

C — » — n, 
h — 2 R . cof m. 


Alfo. aus diefen drey Gleichungen mufs man die. 
Werthe von m, n, R als unbekannte ziehen, um fie 
in allen Formeln der Tafel zu fubftituiren. 

Die erfie Gleichung giebt mir .m — » — R; \alfo. 
ÄK m — coj B, und cof m ~,fin B. , ? ^ 

I ^ 

Die zweyte giebt n — ’sr — C; alfo ßnn cofC, 

und cof n fin C. 


Die dritte giebt, wenn ich für cof m den eben 


gefundenen Werth fetze. 



Man braucht alfo nur in der Tafel diefe Werthe 
von Tti, n, R zu fubftituiren, um alle»dahin gehö- 
rigen ^ Quantitäten durch R, C, b ausgedrückt zu 
haben. 


'So entfteht folgende Tafel, die alfo der Aufgabe 
Genüge leiftet. 


' S99 


'fafcl, um, ivenn >in ■ einem Dveyeck viBC 

*v A ‘ , 

7.\yey Winkel ABC, ACB und die einem ent- 
gegengefetzte S e i te k ek a n n t find, un- 
mittelbar zu finden: i) die drey andern 

in dem Dreyecke zu betrachtenden Dinge'; 
s) die Perpendikel aus jede.m Winkeluauf 
die entge^enftehende Seite gefenkt, alle 
Winkel und Segmente, die ausdiefer^Qon- 
ftruktion ent fp ringe n u. f. av. 

Man nimmt ABC — M, aIiB ^.C, AC ~ h 

n ^ 

an (Fig. S8). 

• ^ 

^ Werthe der Winkel. » 

i) BAD — «■— ß. ■ _ - . 

s)CiD=,— C. . 

3) BAC = 2x — (B+ C). ^ ; 

ij.) C^ D — *• C, y- 

5) ABD ~ (B+O — x. ' ' 

6) Ahe = B. ' 

7^ B CD — *■ — B, 

■ 8) — (ß+ O , • 

9) AÖB =C. 

xo) ADB'= 2 x — C. \ i J ; ■ , 

11) ADC — s«p — , 

12) Bhc = B+C, ' 

Werthe der Linien. 

_N fTTT — 7 /i" (^+ Q . . - 

i'4) AC — h. 


15 ) -^B 


Tn — I 


jin B 
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16) ~ 

17) BD = 

18) CD = 

,9) JH ~ 
20) BH ~ 
si) C75r = 

22) JTh “ 

23) ^ = 

*4) BF — 
S5) CF = 

26) DF — 

27) AG = 

« 8 ) = 

29) CG = 

30) DG ~ 

31 ) FG ~ 

32) FTl ■=■ 

33) ^ == 

( » 

34) R — _ 

35) P = 


f 


^cof(B+C) 
ßn B • 


t . fin C . cof J?. 

6 . eof C. 
b . eof C / cot B, 

— "h . eof C). 
h . cot B . (5 + C), 


b . cot ,R. 

^ ’ fin B' 
b , fin C. 


l . fin {B-\- C), 

— - b . cot B . eoj (B4* G)t 
. fin C , cof (B-^ C) . 

j, fin C . fin (B+ C) 
fin B 

r co/ C . fin (B+ C) 
fin B 

j_ cof C . cof (B-\- C) 

' JifB 

, fin (B4- C) . cof (B 4- C) 

— - ß . 

b . cof B. 

fin C . cof C 

fin B • , ■ / 

j 2 , • 

. fin B' 

^ fin B + fin C + cof (B+C) 

~fl Jui B ' 

' ' / 

K 

. • f 

‘ • ^ . 

^ - ' Digiti^ed by C^)OgIe 
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t ’^ eof C cöf (B C) — l 

36) f - 6 

■''■■») '* = *»»;■/. CB+ <D ' ' 

- Die vorhergehende Tafel ift nnt auf da$ Drejeck 
anTrendbar, das ftian als Urfyrtem annahm; d4- h. -welr 
ches drey fpiizige 'Winkel hat. So miils man hier 
die fchon^ (147 folgg.) gemachten Bemerkungen wier 
^erholen» aus denen fich ergiebt: , 

i) ln keinem Fall find mit den zweyten Glieder^ 
der Formeln Veränderungen- vorzunehmen, um 
fie auf die correlativen Syfteme ' anwendbar zu 
machen, weih keine von den drey Quantitäten 
.. ,B, C, b wedelt, durch o, noch durch oe geht." 

A 

' c) Wird ‘ByfC fiumpf, fo müfs man die Zeichea 
von AßDy ACDy AD, At\ AGy^DGi, i'(} 
.darin verändern. . ' j -; 0.*.. * 


3) Wird .dUC fturopf , fo verändert man die Zei- 


eben von BAD, BCID, BU,^ßH, 

DH,., BF, 

DT\ Ftl. 

' 1 

„ 4 ) \yird. A €8 fiumpf, fo verändert , man ditf, Zei- 

eben von CAD, CBD, CD, CH, 

DU, CG, 

DG, hlit 


' ; U . ...Jl - ^ i- ‘ 

1 

. .zEilfte Aufgabe. ~ 



1 I 161. .'Es ifind in: einem Drey«cke z-wejt 
Winkel und die dazwifchen liegende Seite 
gegeben, und man fucht 1) den dritten 
Winkel und die bey.den andern Seiten, 
s) die' Perpendikel aus den Winkeln auf 
die ■ gegenüb erfiehenden - Seiten, 3^ die. 
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Segmente und Winkel,- di'e'ans dert Durch' 
schnitten diefer Linien entftchen, 4 ) die 
drey Linien,' die den. Fufs diefer .Peepen- 
dikel verbindtfn u. f. "\v. 

'*■' Die .Winkel «80 l®yen AßC:nBy Adß<=z C,- 
•die Seiiehi^L' fl» ' » 

i'.> ■ Ich fache in den' Formeln der Grundtafel (»46) 
diejenigen , welche die neuen Gegebenen in Werthen 
der drey elften m, n, R atisdrücken« nämlich di* ‘ 
6te',‘ 9te und i3te,-i»i • • *i . • . ! . ^ (r 

• ^ f ^ ^ f 

• B *r in, '* ii' -1 r .>a 

C ~ » — ,M, r i , .. ■ ■' ^'1 

i-.y \a 2>J1 . .jin- ' 

Aus diefen Gleichungen aichc man m, n, .9l, ale 
Unbekannte, um hetin allen Formeln der 'Fafcl 21t 
fubfuilniren.' ^ * i'*' ' '' . 

* Die erfte Gleichung glebt mir m — J?,' folg- 
lich fin iA 23 cöj B i " und i caf m 221 ßn B» ' . . 

> Die zweyte giebt — C, folglich'^« n 

cof C, und cof n ~ ßn C, " 

• Die dritte« ■ « — a'R \ ßn (B '¥ Gy'p ,jlfo 


2 ßn (ü 4* G) ' • ; r * 2 

Diefe drey Werthe von m, n, R fetzt man in die 
Grundtafel, um alle darin VoAtJÄimenden Quantitäten 
ip B,<iCi n .anegedrück^ zu erhalten , ilfo dntlhiht fol« 
gendc. Täfd^' - diel der Aufgabe Genüge leifteti : .1 '17/ 

b (. rtK.ii ;j-. i i ■; 

Werthe der rWinkel. , , , - : 

,r' • • i. . ^ I t t: V Ioa: i ri 

1 ) BAD ~ 'I . -j' . •> ‘1 -c t b '■ 

2 ) CAD '■ — . X— C. • ■' ‘ j ii 9 «j »■ 2 * ‘ 
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3 ) b 1 c = + O. 

4 ) CöD>=; »— C. 

5) = (5 + C) — 

6) ABC =^B. • . 

7) BCD = x—B. 

8 ) = (5 + O— 

9) = c. , 

.10) AU3 fi» — C, 

ii) ^DC = ax — B. • 

ifl) wffDC = B+ C, 

/ 

Werthe der Linien^ 

13) B^ — a. , .' 

14) ÄC = a' ^' ■ ^ . , ' 

' c 


I i 5 )'u 4 B i= a . - — 

- ' Jin {ß +C) r 

i6) Aü — — rt . cot (ß + C), 

^ 7- , co/" ß 

: -fi^rrhrcy 

-r>i j .;1, ' 

18) ' -Or. ^ rt 


cö/ C • ■ 
yi’/i (BH* Cj* 

* -JTr ' ß>‘ B . fiti C 

^ ' fm (ß + C) 


' ) 




, iO) BH — o. . 

, i‘ » • < f 

21) CH - 


• ■ fin C . cof B 

fin i^ß -{•€)' ■ - 

fin B . cof C . 

fin(^h-irC) 

m = -ry-xafg ■ 

'' ßn (ß + C) ^ ■' 

* 3 ) ^ 

24) i>i*' a . co/ Bt 




■s 'f'.c* 


y* ^ i 2 

r.;, , 

. . > . rV x ' 

*“ > f **i 4. 

' 1 • ^ <v 3 »^ 
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s5) CI' — « • ~ 

sC) jDF = — a . cof B . cot (B -f C ). 
07) AG — — « •' cof C • ('S C). 

oQ) ^ • /*'* ~ \ 

09) C6^ — « • cof C*. •• — i" ' 

30) ,D 6 — — tt . coj" C . cot (B + C). 

31) FG z=z — -*■' 


fin ( 2 B + flC). 

• ßn * 


i “ 


за) FH = io . 

33 ) ^ = 

34 ) R = 

35) P = 

зб) c ~ ' 

37) 'S 


ßn aß 

ßn (BfC)[; - 

fin 0 C 


/»l(ß + C)‘ ' 

fl ßn (B + C) 

fin B -f" fio C -4- f>ö (S ■4' C*) 

" • ■ fin C^ + C) 

cof- B ~F 'cof C. —T co f 1 


2 


/i« (ß + C) 
ßn B . fih C 


Jin (ß f) 


, Man mufs bey diefer Tafel diefelben Betraf htnn- 
gen wie bey der vorigen anftellen; nachdem '.ß-<iC' 
oder ABC oder A^CB ftumpf wird , verändere man 
die Zeichen von ABD, ACD, A^t AI\ DP , A'fr-, DG^ 
FÜ, oder von BAD, BC’D, BD, bH, DH, M, 

FH, ^der endlich von CaD, CBH , ÜD, CB., DH, 
CG, DG, GH. , ^ . 


Zwölfte Aufgabe. 


Vv, 


162. ts find in einem Dreyeclte zwey 
Seiten, und der VVinhel, welcher der einen 

' V' gegen- 
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gegenüber fteht, gegeben, man fncbt 1) die 
dritte Seite und die beyden andern Win- 
kel, a), die Perpendikel aus den W'inkeln 
auf die gegenüberllebenden Seiten, '3) die 
Segmente und Winkel, die aus den Durch- 
fchnitten diefer Linien entftehen u. f. w, 

( Gegeben fey (Fig- aSO = c, yiC rr: i, 
^BC =: B. Ich ziehe aus der Grundtafel die drey 
Gleichungen (dm i4te, 15t« und 6te): 

■ i ::: a R . cof m ' ^ ' 

c — a R , cof n 
' £ = «•— m, * 

Hie raus foll ich m, n, £ als Unbekannte befUm- 
men,’ am Ile nachher in die Formeln der Tafel su 
fetzen. ^ 

• Eliminire ich R aus den beyden crlten Gleichnn. 
gen, fo erhalte ich h . cof « = c . cof m. Da nun 
cof m fin B, fb habe ich auch b . cof n c . fin B 

• ^ c 

oder cof n = fin B. Setze ich denfelben Werth 

von cof nt in die Gleichung b = s£. co/*ni, fo er- 

b » ' 

halte ich b :=z aR . fin B oder R =s — - — 

< Es giebt alfo folgende Gleichungen, um m, n, R ' 
zu beftimmen : 


I. 


ü 


Digitized by Google 



I 


3 o 6 ' : * 

m = »•<— B 

ßn jn zzz cof B , . ^ 

cof in =: fin B [ . 

■ ‘ ■ -cof n fin B 

; fin « = f-b^—c^ .finB^ 

■ ' ' Jt - ^ ‘ ' 

~ 2 fin B' 

Setzt man diefe Werthe in die Grundtafel, fo 
entTtcht folgend^, die* der Aufgabe genug thuu 

' . Werthe der Wiohel. 

A ^ 

V i) BjiD = t—B. 

* ! ’ ^ ^ 

2) tof CAD = ^ fin B. 

3) fin BAC = finB,co/B+^ r fin BK 

i * 

fef cBd z=z ~ fin B. . 

ö) cofABD =:^ fin B. cof B +-^”— r — c* /in Ä*. ' 

6) ABC = B. 

7 ) BCD — ff’—B. 

8) CD = -^ fin B. cofB rb^ —c^fin B». 

• g) ^n ^ CB — -g- fin B, ^ 

' lo) fin ADB := '•g- fin B. ' ' i 

ii) A^)C — 2» — B. 

la^ fin Bi) C fin B. cofB + ^ K'b^ — c‘ fin ßK 
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^ Werthe der Linien. 

*3) ^ • cof B -}• }T ~—c^ 

x 4 -) C — r- b, ' 

15) ■ il; 

^ 'V.» 

16) AD ~ c . ßn B —^cot B . f~b^ c* Jin ß*. 

*7) BD ~ b . cot B. 

; I • 

tÖ) Cd == — i- rb^^c^JmB\ 

Jln O ' L' ■/. 

»9) AH ~ c i ßn B. . ' 

, ao^ BH ~ c . cof B» 
ai) CH = Tb^'^-c^ finB\ 
ca) DH’^ cot B Y~ b'^‘ — c» ßh B^, 
a 5 ) 0 .ßnB^ — cofB rT^ I 

> S4) ^ = c . cof B^ + cof B f~b^ ~ ßn ß\ " 

85) C¥ — c . ßnB . cofB + ßnB fin BK 

ä 6 ) Dp — c Jin B . cof cof B.cotB Kh^—c^ßnlß. 
S^} AG = ßn cof B rl^' ^ 

S 8 ) = y ßnB .cofB^~ ßn £*. 

V 

’ #9) Ct; = ^ co/^ y~ 6» — f* ^ is*. 

30) Wo ~ ^ ßn B Y^b^ ßn — h cot B 

c ^ 

l • ßn B . cof B. 

31) Pg — (_c . cofB + — c* yi« 

/n J8» — . co/ 5 Kb^ — c» ' 

Z») FH — b . cof B. 

33) CH = -^ ri^—'c^ ßnBK ^ . , - • . 
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i< . ßnB 




r - ^{h-rb^ — c- fin 

(i . Jin B 1 


34) Ä — 

35) p — h + C + c . cofB + Y~ fin B*. 

36) r 

31^) S — ^ c* ßti B . cof 5 + § c . ßnB b^ — ßn ß^. 

Soll diefe Tafel auf andere Dreyecke als fpitz- 
winklichte Bezogen Averden , fo braucht man nur di« 
vorher angeftellten Beobachtungen zu wiederholen. 

Dreyr-ehnte Aufgabe. 

1B3. In einem Dreyeckc find zAvey Sei* 
ten und der.eingefchloirene Winkel gegc* 
ben, man fucht daffelbe wie bey den vo- 
rigen Aufgaben. 

Gegeben fey (Fig. aß.) -^B ~ c, BC — o, 
A^C — B. Wir foUen alle Quantitäten de« Syftems 
in Werthen von c, <1, B ausdrücken. 

Dazu gebrauche ich die ißte, ißte und öte For- 
mel der Grund tafel , nämlich , 

a — S R • ßn (m -F h) 

c — 2 R . cof n 

B ~ » — m. 

% 

Daraus erhalte ich 

a . cof n — c . cofB . cof n + c 4 ßn^n . ßn B oder 
tof n . (a—c , cof B^ c . ' ß<^ B Y“ ^ ^^f oder 

cof n» (a» + c* ^ 2 ac . cof B) = c* ßn B^ odet 
c . fin B 


cof n — 

/ 

ßn n ~ 


2, ac , co 


ITn^ + c^ 

, o. - — cof B ^ 
— 2 ac . cof B 


— und folglich 
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Setzt man diefen WerÜi xon'tof n in die Glei- 
chung y- 2'R . cof n, fo erhält nwn ^ 

" ~ r^ + c- — *'«c.ce/ß • ^ 

. ‘ 

So entlieht folgende iTafel ; vn 


Werthe der Winhel. 

1) B^h — )T — B. r • . 

A_ tt ; 'fin B 


• I 


2) cof CAD — 

3) cof BAC — 


IT' a~ -^2nt ~ coj B » ’ 
c^ti'taf B ' 

c^' — 2rtc . c6f~ß ~ ^ 


4) cof chD = 

,r*J_ . 


IT — aac « cof~B 


b V» A - 
-- a •. co/, i? 


A,* 


5) fin ABD ~ -= . 

^ — äoc, ro/ ^ , 

6) ABC == B. 

7) £CD = *— Ä 


8 ) _/i» AÖD — - 

9) yi« == 
10) fin -ADB — 


— .•* 4" 1.^ • V 

c — a . cof B 


-f- c* — Zac ."cof Ä 


c , fin B 


IT af c* — 2 a c . cof B 
C.ßnB 

Y" c* ^ — 2 a c . cof B 

»0 Abc = a, — JB. 

a . fin B \ 


12) fin BDC — 


Y~ rt* + C* — ; 2 rt c . cofB 


^ 4 • < 


DigiiiiC-d by Google 



310 


13) ^ = 
V 14 ) C - 

15) ~ÄB ~ 

16) Td : 

17) äZ) : 
13) 1 Tb '■ 

19) v?H : 
so) ^ 
si) CH 

*2) ilB 

S3) = 

s4) BF - 
#5) CFr 

96) SF; 

97) 

98) ^ 

29) 67; 

30) Sg 

3») fg ‘ 
' 32) 

33) ^ 


Werthe der.Linienj'^ 




y"«® 4.'c*^-*-2rtc', cofB... 

_ c — a ;*ro/ J 5 ' \ 

* 

: cot'B c* —S a c . cofß. 

- ^ ^ * 

• fin B ’ ' 

: ( . ßn B, , , 

- c . caf B‘ t 

- c—c . cof B‘ ' N ■ 

- A cot B — c . cof B • cot B‘ 

- c — a . cof B. ^ '■ ' 

■ a . cof B. 

•‘a.finB. ;:r.vv?.', 

- c . fin C . cotB — A , cof B . cotS. 

_ C* — AC . Co/ J? 


y" A* + — ZacTcofB 

ac , ßn B~— ’•■■ ■ 

, ,: ".V- - . 

Y'a^+c^ — aac . cojB 
A* A . co f B 

y" O* + 2 A C . cdfs 

(ti—c . cofB) (c — a . cofB) 

ßnB a A C . C£>y 5 

ac — A* . cofB 
a- -h c^ — 2 äc . cofB 
cofB X~ A*+ c^ — 2ac , cof B> 
ac — c^ . cof B 
y A*+ 90c . coj B V 


, D^itized by Google 


, ^ — . 311 

^ “ e " . }m C^ — Sa V . cofB. '; 

55) ■P — — 2ac . cof B.' 

« ' ' . ac . fin B 

, "■ “ a+c + r -hc^ — %öc~rcöfB ■'"' ' 

37) S — iac . fin B. 

‘ Man mufs hier diefelbdn Betrachtungen anßellen < 
■wie (162). 


. Vierzehnte Aufgabe. ' 

164. In einem Dreyecke find die drey 
Seiten gegeben» man fucht die drey Win- 
kel und alles übrige "wie vorhin. 

Gegeben fey BC AC — b, AB — c. 

^Fig. zQ.)i man Toll alfo alle in der liafel aufgeführte 
Quantitäten in Werthen diefer drey finden. 

Dazu dient mir die i5te, i/^te und i^te Formel 
der Grundtafel,' nämlich , 

a — a R . fin (m ■+ n) 
b — St R , cof m 
c ~ aR . cof »i. 

Aus diefen drey Gleichungen foll ich die Werthe 
von 'm, n, R ziehen und fie in die Formeln der 
Grundtafel fetzen. Ich entwickele dazu fin (m + n'), 
fo erhalte ich 

1) a — a R . fin m . cof n + B R , fin n , cof m. 

b — tR . cof m. • 

3) c — a R . cof n. 

Setze ich in die erße für cofm deifen Werth 

' * / > 

. \- 


Digitized by Google 



V 


I 


51-2 - , — ■ , 

1 - 

aus der zweyten, und für cof n delTen Werth aus 
der dritten, fo erhalte ich 

a — c . fin m ~i~ i . Jut >i. 

Schafft ,man nun Ä aus den letzten beyden, fo 
kommt - ; 

h . cof n ~ e . cof tn. 

Aus diefen beyden neuen Gleichungen muls man 
m und n ziehen. , 

In der erften verfetze ic^ h . fin n und quadrire» 
fo kommt 

n* +h* fin n* iah . fin n — c* fin'm*, 
auch die zAveyte quadrire ich, das giebt ^ *' 

t* tof n* ~ c^ . cöf'm*. ' ' • 

Addlre ich diefe Gleichung zur vorigen, ' fo 
kommt, •weil bekanntlich fin m* + cof m* — , i, 

rt* . s « i . Jin n — c*, glfo fin n — , 


eben fo finm — 


tac 


Nun foll man K Enden. Au* der letzten folgt 

cof m — 


iac 


Hieraus, und aus (z) crgiebt fich • 

ab c - , 

y* a a-* A“ + a rt* c* -i" a H" 

' ' 

Statt diefes Werthes wird man in dejr Tafel nur, ' 


R — 


um Raum zu fpären, R fetzen. 


i) fin BAD 


Werthe der- Wiiikel.' 

fl* 


i ac 


*. 
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/n CAD = . 


_ i2 + c3 — . «a 
26 c - 


S) cofBAC 
4 ) fin CBD = . 

S^ß,.^D=tl±J^^, \ / 

-6) cofJBC =: ' 

7 ) yj« “ 

■' 2 a c . 

8 ) /I« 1 ... 

■' 2 PC 

X r ae +ia_ca 

9 \*of^CB- . 

ci—a'i—hi 

ITi 

ja _aa-_ca 
2 ac * 

ai-,b2^c^' 

2ic 


10) co/ ADB ~ 

11) \cof'ADC = 
le) co / BDC =r 


Wetthe der Linien. 

13) SD= a, ' . 

14) A C — i. 

, 15) >45 f. 

ia J. c 2 — rt 2 

j 6 ) AD=:R. — iY— . 

o c 


17) BD = R. 
■% 

18) ’ ;SI> = B . 


gT. 4 . J ,2 _ ea 


. ./ 
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I 


-TT, bC ' 

•9) ^ = ttt 

_ _ fl» + c» — J* 

# 0 ) BH — — , 

a a 

CB = '- ^ ■ ■■ 

I aa 

... .-TTV^„ (a2+c^-h^)(a2_+h^-ct) 

Ä3) Dtrzz R. j^TäiT“ • 

ia + c* — fl 2 


83 ) 

\ 

24) JBF 


a c 

a® -|-c* — i* 
ic 


25 ) CF - 


ail ■ 


,6) CF = R . -.**). 

j fic*a 6 

' i 2 J-cÄ _ «a , 

S 7 ) r= . ^ 

, 8 ) ^=^.- :... v •• 

. 7 ^^ a® 4 - — <•* 

* 9 ) ^ ♦ 

30) iJS = R. + 

Qb^ac 

3 ,) FG 

32 ) FH =- ' > 

Qac 

> 

33 ) CH . 


34 ) ^ — 


ah c 


ri8fl*62 + aaScS+atac* — (a'*+6‘»+c^) 

35 ) + J + c, ' ' 


i;y Coögle 



( 


^ (" + ö — o (a -h e—'b) (b + f — a) \ 

, 30J r a f a + 6 + 7 :* 

/n+b+c /a+b+c V 

- • . (- 7 - - ‘j (—5 ‘>1^ 

> Man kann diefdben Betrachtungen 'wie (16s) 
hier anftellen. ' 

Fünfzehnte Aufgabe. 

165. In einem Dreyecke ift der Perpen- 
dikel ans einem Winkel auf die gegen- 
überßehende Seite gegeben, fo wie auch 
die beyden Segmente, die er darauf bil- 
.det, man fucht die drey Seiten und drey 
Winkel diefee Dreyeck« *vu.f. w. 

Die beyden Segmente ßH, CH (Fig. ag.) follen 
X und heilaen, der Perpendikel .ZB heifse y. ' , , 

In der i9ten, aoßen,' aiflen Formel der Gnind- 
tafel (146) finde ich x*, y in Werthen von n», B, 
nämlich 

• i) y — i R , eof m . cof n 
a) X — 3 jR . fin m , cof-n » ' ' ' . ' 

3)- = a R . fin n . cof m, 

Schafie ich R aus den beyden erfien, fo erhalte 

ich — — aus der erßen find dritten, fo 

y coj 171 .! 

, X* ßn n ' ^ 

kommt ‘ '■ 

y COJ n 
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gi 6 


Die erfte Gleichung giebt ~ 


*• 1 — caf 1 


77 


m* 


oder 


fo/ 




■ I alfo fin m — 


. r'-t-a + y* 


Eben fo bat man cof n — ~ ~7 — und fin n. 

1 / . 7^*<2 + y *, ■' 


r~X^3.-i-y2 

. Setze ich diefe Werthe von cof m und cof n 
in (i), fo erhalte ich 


' Daraus entfieht folgende Tafel. ‘ ‘ ' 


’ Werthe der WinheL 


i) t««g’ BäD — -i. ~ . 

*) tanz C'AD — — . 

7 • 

. ' yCz-f-x*) 

3) tang BAC — 

A) lang CBD — — . , 

7 


5 ) tang ABD 


XX’ 


y (x±.x^) 


6 } taug ABC — — . 

X 

7 ) lang sto ^ *~-3 


8) 

i 

/ 


AÖD 


— 


y (x +x 0 


Dici 


f 




) 

Google 


9) tang AtS — 

X* 

* 

io) tang ADB — •— : 

n) tting A^C — — * 

* N 

XX* V» 


Werthe der Linien. 

13) BC — a: + a'. 

14) ÄC= +y2. ' 

15) == r~x<i +~yX 

16) ÄD — 


-rri y* — XX* 


r 


17) BD 


X 


JTx*» -i- y2. 


18) 21» = — + y». 

19) ylH = y, 
ao) BH ~ X. 

Bl) ÜH = X*. 

28 ) DH = . 


83) AF 


— 


7^*3 +yS 


* (a + x‘) 

»4) BF — 


95) 2 F = 
b 6) S? = 


r”** +y» 
_y_(f_+fO. 

7^ *a +y2‘ 

• y ■ ' 7^*2 .fya'^ 


3»7 





/ 
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3^8 


__ yä — X X* 

ö 7 ) — 


f^x ^2 + ya 


__ Y (x + *0 
88) — 


- r*'% + y* 


ag) CG = r-r L_ ■ " 

r •^* + /==■ 


30 ) = 


^ (y* — a^'a:0 

K ‘ Kx‘^ + y^‘ 

a. 


, . ^=T7r _ C-r+^O . Cy^~ a:.r) 

31) F6^ — 


r" C“^^±y^) (*'*■+ y*> 


3a) FH = X f* 


a,2 -t-y® 




34) R 


ay 


J^(x 3 + yS; (x'2+y2). 


35) P — X + .r'^ + y® + y x'ä +y®. 

' y (- + -') ! 

36) r 


.r + + y"x3 + y® +* y" i^® + y® 

37) <S = ^y (x + * 0 - 

,166. Alle diefe Tafelt^ (160, 161, 16s, 163, i 64 > 
165) entrpringen aus der einen Grundtafel (146)' /80 
iß es immer nur diefelbe Tafel unter verfchiedenen 
Formen, die fo geeignet iß, veffchiedene Aufgaben 
aufzulöfen. Diefe Formen können febr verändert 
werden, wenn njan nach der Reihe immer drey ver- 
fchiedene, doch von einander unabhängige. Gegebene 
nimmt. Die fünf Tafeln (160 bis 164) löfeo die fünf 

r -i ' 1 

Hauptprobleme der Trigonometrie in einer gröfseren 
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Allgemeinheit >vLe gewöhnlich auf« Und man kann 
die Grundtafel, oder jede abgeleitete, als folgende 
allgemeine Aufgabe in Gleichung gefetzt, betrachten, 
nämlich: wenn von den 37 in der Ta#el auf- ^ 
gezählten Dingen 3 von einander unab- 
hängige gegeben find, die 34 übrigen za 
finden. In diefer Aufgabe ift die geAvöhnliche Tri- , ' 

gonometrie wie ein belonderer Fall enthalten. In _ 
der folgenden, nur eine neue Ausdehnung der vo- 
ngen , werden wir die Zahl der in der Tafel aufge- , 
rechneten Quantitäten bis auf 101 bringen. 

Sechszehnte Aufgabe. 

167. Es find in einem Dreyecke a Win- 
kel und der Halbmeffer des ujnfchriebo- 
nen Kreifes gegeben, man fucht 1) den' 
dritten Winkel und die drey Seiten, a) die 
Perpendikel aus den Winkeln auf die ge- 
genüberftehenden Seiten, 3) die Linien^ 
welche die Füfse diefer Perpendikel ver» 
binden, 4) die Segmente auf allen dief*n 

Linien bis zu ihrem Z ufammenßofsen ver* 

* 

länger t, die dadurch gebildeten Winkel, 
den Halbmeffer des eingefohriebCnen Krei- 
fes, den Umfang und den Flächeninhalt 
des vorgegebenen Dreyecks, , 

Das Dreyeck fey ^BC (Fig. 480 » die Winkel ' > 

rpitzig, A der gröfste, B der kleinlle; AH, BG, CF 
feyen die Perpendikel aus den Winkeln auf die ge- ' 
genüberfiehenden Seiten, FGL, Ut'M, HON die 
Linien, welche die Füfse der Pei'pendikel verbinden, 

S ‘ • V *' / 

' ' ' ■ . * 



Digitized by Google 



4 


300 


m, >t die Punkte, wo fie die Pei'pendikel treffed, 
L, M, N die, wo diefelben Linien verlängert, die 
^egenüberftehenden auch vetlängerten Seiten treffen.' 

Alle Theile diefer Figur foUen alfo in Werthen 
def drey gegebenen gefunden werden. 

Der dritte Winkel ift das Supplement der Summe 
der beyden andern. Ich fetze ihn ,alfo in die Tor- 
mein , um fle /ymmetrifch in Hiiificht auf diefe drey 
Winkel zu machen. Auch kann man fo leicht, wel>* 
chen man will, eliminiren, indem man an feine Stel^ 
der Summe der beyden andern fetzt. 

Es find 9 Linien in diefem Syfteme gezogen, auf 
je^er 4 Tbeilungspunkte , alfo 6 Segmente , wenn 
man die Linie felbft mit rechnet, fo kommen 54 - 
Linear- Quantitäten in Betracht, und mit dem Halb* 
meifer des umfchriebenen Kreifes u. f. w. '57. 

Diefe Linien, zwey und zwey genommen, bilden 

einen Winkel , alfo im Ganzen — 3R Dazu noch 

1.2 

,8 Flächen der Dreyecke, giebt roi Quantitäten. 


Um Brüche zu vermeiden, habe ich für 

'1 

die Secante, ,und für ^ die Cofecante gefetzt. 



Wertbe der Winkel. 

1) — A.' 

2) ABC — B. 

3) AtB ~ C. s' ' 

4) ABD — ^^A. - . 

5) A^D * 

.0) BAD 
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6) B^D A' * • ' 

7) BCD == w— A. ‘ . « ' ' ^ 

8) CAD ~ » — C. . . \ . 

9) CAD == »— C. ■ - ; 

io)'ADC=:fl* — A. V 

ii} chA = a» — A. A ' 

la) ADB = ,ßr — G. ' . ' . 

»3; BDF 7 =t A. , ' 

14) chü = A. . 

15) ^i)c = c. . , „ 

16) BHF — A. 

' 17) A^H=C. 

‘ 18) CDH = A. \ 

' 19) Cä& =z A, . . 

Äö) aPg = C. ’ , . , 

si) A^F = A. - , 

ta) DHF = I ' 

a3)DHG = »-^A. ; 

B4) AÖÖ = »--A. 
a 5 ) D^F=i»—B. - * 

fl6)AFG=,— C, 

*7) DFH = ,~C. 

Ä8 ) -FHö 5=: air — 

89) FÖH =t a»~ aA. . 

So) gPh ==: Bit z C. 

31) Atp — — (C — A)< ' 

38) AmH — »—(^^C). . ^ 

33) CnC ±: A). 

34) AMH = A^ C. . . • , 

Z0BhG = A — B. 

56) CLF= C-^B, . Ib ' • 
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Werthe det Linien« 

37 ) = a R . finA. 

38) ÄC — aR . finB. ' ' 

39) ÄB — aR . finC. 

40) ÄT) — aR . cof A. , > t 

41) SD — 2 R . cofB. 

, 42) CT) — 2 R . cof C. 

43) aR . finS'..finC. ' r 

44) SG — 2 fl<. . ßn C. ' . : 

45) Cf’ ~ aR ‘ ßnA . ßnS. * ■ ■ 

46) Uii ~ aR . cof B . cofC. 5 

47) ZJC — 2 R . co/ ^ . co/ • ' 

48 ) Up 2 R . cof A . cof B,, 

49) FC ~ 2 R . . co/ui. 

50) ~ a R . fin B , cof B. . . J 

‘ 51) bli — aR . ßnC 4 cof C. , 

52) « 4 F — aR . finB , cofA, 

55) UG ~ aR . fin C . cof A. 

54) ~BF — 2 R , fin A . cof B. 

55) — 2 R . finC . cof B. ; 

' 56) CC — 2 R . ^««4 . co/ C, 

57) CH — 2 R . /ra jB . co/ C. 

' ' 58 ) a R ,finB . fin C . cof A ,fec(C; — B). 

5g) Bnt — 2 R , fin A .fin C . cof B . fec (A — C). 

60) C»i 2 R . finA .finB . cof C . fec (^A.— B). 

61) Dl - — ^ 2 R . co / A , cof B . cof C . fecfC — ff)- 

62) Dm — 2 R . co / A . cof B.cof C.fec (^A .-. — C). 

63) Dti ~ aR . cof A . cof B . cof C . fec {A—r fl). 

64) f'/ — 2 R .fin B . Cof fl . cöfA .fec (Cr— JB), 

65) m ~ a R . fin C . cofC .cofA.fec(C-vB). 

66) Hm a ii . fin C . cof C . co/B.fetCA — C). 


Digitlzed by Googl 


67) Fm _ 2 B . ßnA , cofA. Co/B.Jec(A-.Ct 
' Gn= nR,ßn^^ cofA . cof C . ßc (^A B\ 

70) fB _ ^R-finA.finC,cofB.cofec(C^B). 

.70 ^~sR.finA.finB.co/cXftc{C~JS). 

78) R .'finaB ,finaC. cofec(C^jjx 

73) ^ — -R . ßnA . fimB . cofec(C~B).. 

74) ^ R . ßrtA , ßu2C .'coßcCCf~B\ 

7 < 5 ) zR.ßnB . ßn C . cofA . toßt(A ~ Ch 
77 ) aW — iR. ßnA. ßu,B . cofC. Cofec(A^C^ 

75) MG=:n.ßn2A.ßn.C.coMAicß^‘ 

79) R.ßnB.ßn,A.cofec(A-^C) 

SO) MH^R.ßnB.ßn^C.coßcCA^ct 
80 ^ — ^F.ßn2A.ßn2C.cofec(2A~iCh 

82) ^ ~ 2R.ßnA.ßnC.cofB. cofec (A^ B). 

83) ^ — 2R.ßn B.ß,t C. CöfA. cofec (A~^B). 

h) R .ßmA . ßnStB . cofec(A^B) 

S5)^~R.ßnf.ßn2B.cofecCA-B; 

® ÜL F , ßn C . ßn2A . cofec (A-^B), ■ 

87) ^ -ßn2B. co/ec (2A—eB), 

88 ) ^Ji—'R.ß't2B.ßn2C./ec(C-^B) 

89) n>G -^R .ßn^A. ßn2t . fec(A - CR 

90) ni- _ fl . ßnsA .ßn2B. fec(A~B), 

gt) R= R. ^ 

^ ' F * (cofA 4- Cof ß ^ cof C-^ t)t 

93) F ~ a il , (JinA-{^ ßn B-\.ßn C), ’ 

Werthe der Flächen. 

>*) ,fi.A .ßnB .finC. . 

95)ADB=:2R‘ .fi,c .cof^ .-,0/3. 
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96 ) ÄDC ~ . finC .^cofA . CoJ.C. 

97 ) BüC — s.R*^ . finA . cofB . cofC. . . 

93 ) FDH — finnB , cof A . co/B .^cofC. 

'99) — R^ . yJ«*C • cofA . cofB . cofC. 

100) • ‘^‘'Zp- ' 

loO . ßnzA . finüB . ^«£C. 

Die Berechnung der Flächen beruht auf üeu. 
Satze, dafs die Fläche jedes Dreyecks dem Produkfe 
zweyer Seiten in den Sinus 'des eingefchloffenen Wiu-^, 
kels' gleich ift. ' Wegen r vergleiche man (137). 

Würde A ftiimpf, fo werden die Quantitäten 
a» — E^, c<^A . JecA . finiA invers. In den 
zweyten Gliedern ift nichts zu verändern, weil we- 
der A, noch B, noch C, noch R durch 0 oder 
durch 00 gegangen find. . Man lieht die Folgen leicht, 

wenn B oder C Rumpf würde. 

Eben io, wenn B=~C, fo würde C—B invers. 
Daraus lind die Veränderungen der Zeichen in den 
erften Gliedern leicht zu bcurtheilen. €LF >YÜrde 
— , fo wie Al, DI u. f. w. , 

168. Aus diefer Tafel folgt die Auflöfung der 

allgemeinen Aufgabe ; , . . 

' Wertn drey von einander unabhängige 
Quantitäten aus den 101 in der Tafel 
enthaltenen gegeben find, -die 98 uo» 
bekannten zu finden. 

Man fucht dann nur A, B, G, R in \Vert|ien der 
heuen Gegebenen und fetzt fie in alle-Foraeln der 
Tafel. , . . — ■ - . ' 
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Siebenzehnte 'Aufgabe. .. ■ ' 

169. Das Dreyeck 49 -) 

« , 

einem Kreife befcLrieben, aus jedem Win- 
kel laffe man einen Perpendikel auf die ge- 
genüberftehende Seite» und verlängere es 
bis an den Umkreis, fo entliehen, mit den 
Scheitelpunkten des Dreyecks, 6 Durch- 
fchnittspunkte auf diefem ümkreife, -B, 
C, /. Sr h- Nun verbinde man diefe Punkte 
iwey und zwey durch eine Sehne, fo ver- 
langt man 1) den Werth diefer Sehnen, 
8) den Werth der Winkel, den diefe Seh- 
nen zw'ey und zwey an den Durchfchnitts- 
punkten bilden, ^alles in-Werthen derfel- 
ben Quantitäten A, JB, C, R ausgedrückt, 
die fchon in der- vorigen Ausgabe ge- 
braucht wurden. ' ' 

Man fleht leicht, dafs diefe neue Aufgabe «nur 
eine Ausdehnung, der vorigen ift. Ich füge alfo die 
neuen Quantitäten hinzu, indem ieh die Zahlen dor 

vorigen Tafel fortfetze. - - • , 

» 

Werthe der Winkel. 
lot) f AB ~ « — B. 

103) /A — 8» — aß. . 

104) fAC — 

>05) f^s — - 
io6) BAs — * -i- {A — C). , 

jo7) f‘As — 2x — aC. 

, 108) CAg — X — C. , ; . ' 

109) hÜC — n—‘C. 
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iio) hBg ^ 

, iii) hBA — » — (C— 

115) hBf— S.B.' 

X CBf ' — «r — 5 )* 

»14) gBF — St — 

M5i) A^f ^ w — A, 

116) gtA~r — A. 
*i7)g'tf:=2T — zA. 

. C). 

- »>9) == aC. 

. *ao) v<a = r4^(C— 

12») ftk ~ a» — aß. 

, . »22) BCh =: »_JB. 

»23) ^fs — » — 

. >24) AfC = . ■ , 

J25) (C— 5). 

»26) AfB = Zw — C, 

»27) = T— C. 

»“ 8 ) g/^ — 2» — »C. ' , 

»29) gh = ,+ (^_Q, 

»30) c)'ii — » — c, 

13») C/'B ~ A, 

»32) AyB ^ w—B» 

155) Bhf — w — B. : 

, »34) BhA —C, 

»35) ßjg — O- 

»36) B%C = zw — A. 

»37)) fhA w — A.' 

7 »38) fhs ~ ü’r — sA. 

»39) /AC = W— iA — B).' 
»40) Ahg — W — A, , 
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' - ^ 141) AhC — B. > ' • 

' - 14a) ^-AC T— C. , : . - 

143) Cgh — T — C. . ^ 

I ... »44) C^£ —A. ' . . -.j 

145) Cgf= ^ + (^A-B). . . ■ j. . 

\i^6) CgA ^ s.w-^B. . , < 

•147) hgB ' 

iiiS) hg/ — Zx~iB. ' . r 

*49) — » + (C — ■ 

, 150) Bg/=:*—ß. I ■ . '} 

- • 150 BgA_~ C. / 

^5^) f s-^ ^ v->-A, - , 

Wert|ie der lilnlen. . ’ 

155) Ä/^ tR . cofA. . < ■ , ' 

. 154) ^ = ßÄ . fo/(C— 5). : 

*55) Äg ~ aR . cofA. 

156) 5Ä = aÄ . fo/B. ", . ' 

*57) = 2 Ä . C). 

iR . cofB. .< , 

:> >59)^ == aR . cofC, ‘ ^ 

/ T^6o)'Cf — iR . tof(A—B). 

^ . 161) "CÄ — aÄ\ cofC. 

i6i)Jg — üR . fimA. 

*^65) gk =: aR . ßnzC. 

= iR . ßniB, 

Das jetzt aiffgelöfte Problem JR nur eine Folge 
des vorigen, man mufs aifo diefelben Betrachtungen 
darauf auwenden* 


i. 
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Achtzehnte Aufgabe. .. 

170. Das Dreyech jIBC ift in einem 

Kreifc befchrieben (Fig. $o.). Wir wollen 

annehmen» dafs man aus jedem Winkel an 

den Mittelpunkt des Kreifes eine Linie 

ziehe, und dafs man diefe Linie bis an 
'/ 

den Umkreis verlängere, •fo entliehen dar- 
auf, Avenn man die drey Scheitelpunkte 
des Dreyecks mitrechnet, fechs Durch- 
fchnittspunkte A, B, g*y h*. Man ver- ^ 

binde diefe fechs Durchfchnlttspunkt« 
zAvey und zAvey mit einer' Sehne, dann 
Avird verlangt? 1) der Werth jeder diefev 
Chorden, s) der Werth jedes Wirbels, den 
diefe Sehnen an den Durc hfchnittspunkten 
machen, alles in Werthen ron A, B, C, R 
wie in den vorigen Aufgaben ausgedrückt. 
Man lieht gleich , ' dafs diefe ’ neue Aufgabe nur 
eine Folge der beydeh vorigen ift und man nur die 
zu dem Syftem hinzugekommenen Quantitäten Avie 
Äfy Ähf, Ägt, ^ u. f. Äv. ln den beliannten Wer? 
then auszudrücken braucht. Ich AVerde alfo nur die 

• ' * f. ^ 

Zahlen der Formeln fortfetzen. • • - ^ ' 

' Die neue Tafel Avird 69 neue'' Quantitäten ent- 
halten, 18 Sehnen und 57 Winkel. An jedem der 6 
Durchfchnittspunkte dntftehen nämlich lO,' davon 
mufs man aber die |3 .Winkel des Dreyecks ab- 
1 rechnen. ‘ ’ ' • ' 
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Werthe der WinJieL T' • . 

165) = » — A, . .. ^ 

166) pAh* — S. * • • r 

167) fAC = w. 

i 6 ß) fAg‘ =: 2 r — A. . . . 1 , 

169) BAy “ » — C. V , . 

170) J 3 Ag> = ». 

171) yAC = T — jB. r - - ■ ■ 

172) y^g* = C. V '.) r i 
iiz) CAgt = ^ — A. 

. 174) = »— -ß- >■ 

175 ) hWg' = C. ... • , 

»76) yBA = ir. ■ - 

177) yBf =r 2» — B. 

1 78 ) = »■ — A. r.; > 

179) Cßf =: T. ■ : ' . 

ißo) = w — C. . . . ' 

»80 S‘Bf — 

1 ^ 2 ) ABf Z=.^—B.>, 

i 83 ) = »— C. 

» 84 ) . 

» 85 ) = X. ' ... 

jg6) g^Cy — 2sr— c. 

» 87 ) AÖß — r — B. , 

»88) ACy — X. V 

w—A. 

190) fcy ~ 'B. • - . 

»91) Bcy — X— c. 

»93) Afg* =? X — C. ~ ’ • 

*93) =~ B. . • . 

» 94 ) . ■ 
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. » 96 ) — w — A. , ^ ■ ■ ■ 

• »97) — C. '' ■ . , . ^, 

> "»8) 

■li CfV = w— 3 > * . 

800 ) CfB ~ A, >-•«.. ' • • 

aoi) yßs ~ w — C. , ' . ' ' 

aoa) Bh^f » — A. ‘ • < 

; S03) Bh^A — C. ‘ . 

204) Bh*g* ~ T. , 

, S05) Bh*c — 2» — A. ^ 

S06) fhU — 5 . - 

207) fh*s‘ — A. 

*■08) — «■. 

209) A^‘s‘ — C. 

210) ^/i'C — 5 . ' 

211) — » — A. - 

212) Cg*h* ^ r—B‘ ' 

2X3) C^)J 3 

C14) Cgp^ =. »,•' • ■ , 

215) Cg*A — 2» — B. . ■ ^ , 

2x6) h‘pB = w—C. ' ■ ■ 

Z17) h^S*f — ' - -- . 

fi»8) = ». 

. C19) Bg*f ~ it-r-A. ' 

220) Bg*A'~ C, 

221) fs*A — w — B, ' 

'■ i ! ■ ' 

Werthe der Linien. ' 

222) Af> — zK , cof B.' : ,* 

203) Ah^ ~ sR. 

' V ' 

~ ^ f 

‘ / 

‘ t - -I - . 

. Digitized by Googl 



' • r 331 

£34) /5p — zK ,'cofC. ‘ ' 

S05) Bi? = zR . cofC. ■ ‘ ' • . ■ 

' 226) = sR. ■ 

227) ^ ~ zR , cofA. ■' 

' 228) Cg* = z R , ^ / . 

i!29) ^ = 2 i?. ' 

230) CÄ< — Ä B . co/jff, • . 

231) f*g^> — zR ^ finÄ. 

® 3 ®) S*y — 2 fii'G. ■ * , ' ■ ' ■ 

, 233) ^* — zR. finjs, • " ' ■ 

Es bedarf kaum der Erinnerung, dafs man hier 
die Betrachtungen 163 fg. 'Wiederholen mols. 

' Neunzehnte Aufgabe. 

» . ® . 

x7i. Das Dreyeck ABC ift in einem < 
Kreife befchrieben 51.), aus jedem 

Winkel zieht man'eine Linie, die ihn hal- 
bift, bis an die Peripherie, auf der alfo 
die Dur chfehnittspunkte A, B, C,/**, g**, h** 
entliehen* Man vetbinde diefe Punkte 
durch Sehnen, fo verlangt" man j) den 
Werth jeder Sehne,.' 2) den Werth jedes ^ 
der Winkel, die durch. diefe Sehnen an 

\ t 

den fechs Durchfchnittspunkt'en gebildet 
find, alles in Wertben derfelben Quanti- 
täten, A, B, C, ü, ausgedrückt, die fchon 
in den vorigen Aufgaben vorkamen. 

Man fieht leicht, dafs diefe neue Aufgabe nur 
eine Folge der beyden ■vorhergehenden ift, und dafs ' 
man nur die zum Syftem hinzugekOinmenen Quan- 
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titäten, als Ah.'* n, f. -w. auf die verlangte Art 

auszudrücken braucht. Ich fahre alfo mit Nr.. 234 
fort. Hier werden 57 neue Winkel und 12 neue 

T t 

Linien Vorkommen. • "st 

Wcrthe de? Winkel. • ' 

834) fUB = iC. 

ss'ö) = » + i(.4— . 

837) f‘Ag" ^ ^ ^ . ,1 

^^XSAh" = iA. 

‘ ‘*39) BAg'i == w + iC^-~C), “ .. 

. 440) h"AC = ^A. 

S4i) h"!kg» = v-iC. / ' ' 

~ CAg*f ^ iB. ' 

' - ■ 543) h"BC ~i:A. - - . t 

, c44) h"ßg" ~ »— ^Cl >'• ■ ' 

zilS)h*''hA^w^i(C—ß). • ^ 

' 446) » + f B. ; ; 

- 847) CBg^' = iB. , ' . 

. ü4S) CBß' = — 

‘ a^g) g**BA ~ -^B. ^ ' ‘ ' 

550) g"Bf‘ — « —^A. ' 

251 ) ABf* = i C. '• 

252) g"bA — iB. 

253) ' 

254) — O- ’• 

»55^ g‘*‘th» = , + iC. ' • 

256 ) ACf* = iC. 

857) ACV* = ,4.i(C— B). 
k5S)f‘CB~iC. 
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*59)/*'^" =.»— iÄ ‘ ' ‘ , 

360) ßd" ~ 'i S ' 

26»} /rf/V = iß. , . . 

i6i) Af*>C— i. ' 

263) Af\ft = i(C— ßj. 

BÖ4) .4/^ß=.a* — C. ‘ 

aö5) 5«>C= iß. . ' • 

a66) =,— IC. 

ßÖ7) := # -|- i — Q* ' 

2Ö8) iA. ' ■ 

369) — ji. ■ \ ' 

270) y*ptB i/^. V ' 

«70 Bh*‘f‘ — iC. 

27st) Bh^'A = C. 

«73) -SaV' = — C> • •, • 

«74) 5AV = «!T — 

275) M^'A = i C. , 

276') 

277)fik^C—,r^i(A~~B). 

‘27Q) A^^i>s*‘ = iß. ■ , . ‘ . 

«79) ^A«C = Ä ' . . 

, - «80) g*‘h»*C =iB. , 

«80 C/"A« = i^. 

*82) Cg‘*B — A. 

*83) cAy>^ = ,+ iC^-ß). 

*84) Cg‘*A — «T— ß. 

«85) Ä'V'iJ = i^:. 

286) A'4"/' “ » — iß. 

; 287) — »+i(6’-ß). 

*88) = iC^ 
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' ' A ^ 

S 99 )Sg^"^ — C. ' 

<»■ ^90) f*g‘>A =: iC. ... 

*1 ' - '. *’ 

, ^ Werthe der Linien; ' 

— aR . finiC. \ ^ 

SL 9 i) Ah» — &R . cofi:{C—By.. ' j 
m)^^=aR^finiJB. ^ 

894) ^ = 2 R , ’ * . . , 

«95) — 2jg . cofi(A—^C}, . V 

296) = 2R , ßn^C. ' . 

297) 2Ä . yinAB. ' . .. 

298) Cf‘ = zR. cofi(A-^B). 

299) == SÄ . /«A^. , ' 

7ioo)f>^g» — zR . cofj^A. 

- 301) =r a Ä . co/iC. , . . 

^ 50z) /»h» = 2Ä . t.o/AJ9, 

172. ' Die vier letzten iufgaben machen nur 
, eine grofse aligemeine Aufgabe aus, namUch diefe: 

Wenn in einem DreyeCk von den 302 eben 
aiifgezähiten Dingen irgend 5, die aber 
von einander unabhängig feyn muffen, ' 
gegeben f i nd , die C99 unbekannten zu 
, finden. * 

Die Aüfiöfung ift aus dem vorigen bekannt, nur 
muß man noch bemerken,' dafs die Veränderungen 
der Zeichen, die einireten müllen, wenn das Syftein, 
worauf fie fich beziehen , lieh verändert, gleich aus 
- der ira vorigen Capitel enfvvirkdlen Theorie der 
' Lineo -angular- Quantitäten gefunden wird. Man 
fleht daraus gleich, daß, yveil keine von den Quan- 


' ^ ■ 
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tltät«n At By Cy i?, aua den^A zweyten Gliedelf 
beßeh^n, -weder durch; o« noch durch po geht, ia 
diefen zweyten Gliedern nichts zu ändern ift. Aber ~ 
aus der Natur diefer Winkel fieht ipaa , welche unter 
den erften Gliedern das Zeichen — annehmen^müC« 
fen, damit die. Formeln der allgemeinen Tafel auf 
die verfcbiedenen Hypothefen < anwendbar werden, 
ohne daCj es nöthig fey, deswegen eine neue Tafel 
der Correlalion zu biUlen» \ 

■ 173. Stellt man fich ;die Vier Figuren (4ß, 49» 

60) 5*)) die zu den vier vorhergehenden Aufgaben 
gehören, in eine einzige vereinigt Vor (Fig. 58,), fo 
entftehen auf dein Umkreife | zwölf Purchfchnitts- 
punkte; verbindet man diefe durch Sehnen, ' fo ift 
jede Sehne und jeder Winkel , u den, die Sehnen an 
den zwölf Durchfcbnittspunkten bilden, aus diefer 
allgemeinen Tafel bekannt." , , . 

Stellt man Geh nun diefe Sehnen unbeftimmt 
verlängert vor, fo entliehen' daraus viele neue Durch* 
febnittspuAkte diefer Limen unter Geh , . und folglich 

• I f 

neue Winkel, neue Segmente auf ihnen, deren Wer-r 
the man leicht aus der vorigen Tafel Gilden kann. 

Es fey ABCDE (Fig. 53.) irgend ein eingefchrie« 
benes Polygon, delTen Seiten, Diagonalen, und von 
den Diagonale^ sn den ..Punkten B, C, D, E 
gebildete W’inkel bekannt Gnd, fo behaupte ich, dafs 
man leicht jeden Winkel wie AHC, ApC Gndcn kann, ' 
der nicht am Scheitelpunkte durch den Durchfehnitt 
diefer Linien gebildet iß. > Eben fo wird EH, pq 
jedes Segment, eben dadurch innerhalb oder aufser* 
halb dem Kreife beßimmt. 
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1 Mian ’lseniit c£x>,- ADE^ xlfo kennt man im 
Dreyecke EyD die beyden an der' Grbndlinie’ Lü lie- 
genden Winkel,' der dritte EyD, welcher- der ge- 
fachte Winkel ift, ift alfo auch bekannt. Eben fo 

S 

hey den andern. 

Um ' das Segment yij zu haben, bemerke matt 

A 

nur, dafs man im Dreyecke EyD eine Seite ED und 
alle Winkel kennt. 

, 174. Zieht man durch A einen der Scheitel- 

punkte einen DurcbmelTer K, fo ill der Winkel, 
den diefer Ourchmeifer mit jeder anderen Linie des 
Syßeras macht, bekannt. Denn wenn man BK zieht« 
fb Hebt man, dafs A^iK -nz <r, folglich ifi EAK das 
Complement von Aiks. Aber AKS ift bekannt» 

A ' • A 

%Vetl cs gleich jedem Winkel wie ADB^ und ADB 
unter den gegebenen Quantitüten ift. So findet man 
alle andern W'inkel und Segmente auf eben diefem - 
DurchmelTer. 

Zieht man ferner durch A eine Tangente, fo ift 
hAt ADB. So ßnd auch hier alle Winkel und 

f 

Segmente bekannt. 

Alle diefe Quantitäten hätte man mit ,in der 
Tafel befallen können, aber um Verwirrung zu ver- 
meiden , liefe man fie aus , da fie ein jeder leicht aus 
den erften Gründen der Geometrie und Trigonome- 
trie beftimmen kann. ' ; . . 

1 175. Eben fo leicht findet man deh Inhalt eines 

jeden von diefen Dreyecken; man braucht nur zwey 
Seiten durch xlen halben Sinus des eiiigofchloifenen 
Winkels zu multipliciren. 

I ' I . 

Zwau- 




✓ 
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Zw'anzigße Aufgabe. • 

I . , 1 . 

176. Ein Dreycck B C ift in einem 
Kreife befchrieben (^^-.54.), an jedem 
Winkel B, C zieht man eine Tangente 
des Kreifesk und verlängert diefe Tangen- 
ten und die Seiten des Dreyecks, bis fie 
fich fchneiden. Nun verlangt man alle 
Winkel und Linien dicfer Figur i« Wer- ' 
then von B, C» B. - 

Die Figur enthält 4a zu betrachtende Quanii. 
täten* 15 Winkel* durch die 6 Linien der Fi<.ur 
gebildet* und 27 Linien, welche durch die Durch- 
fchnittapunkte beftimmt werden, nämlich 3 auf jeder , 
Seite und 6 auf jeder Tangente* s 

Allgemeine Tafel der Verhältiiiffe zwi- 
fchen den Seiten des eingefchriebenen 
UreyechsABC, den Seiten d es ümfchri^- ' • 

benen Dreyecks A^B^C\ deren Berührungs- 
punkte in die Scheitel des eingefchriebe» 
nen Dreyecks fallen* den Winkeln, die 
von diefen Linien bis zu ihrem Zufam- 
ttienftofsen verlängert gebildet Werden 
und den Segmenten, die auf ihnen durch 
ihre D urclifchnitte beftimmt find. 

. - Werth« der Winkel. 

1 ) BAfC = A. . 

d) Aj^e ^ a ,• u 
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S)AtB—C. 

4) BA *0 ~ 2 x — ^A. 

5) AtB ‘0 — zx-rstB. '■ ; , ; 

6 ) A>hß> = 2 x—iC. ' / 

• 7) = C— B. . ^ J 

’s) — A—C. 

» 9) b 3 "^ = A — B. '■ ‘ ' ■ 

- ^ ' ' 

10) C'^ß ^ C. . 

11) = C 

xZ)A»ßC — A. , ' , 

» 3 ) A*CB — A. 

* 4 ) B'A C = S. ' , ‘ 

xp) (jA — B. t ■ , I • 

Werthe der Linien. < 

i6) Ab ~ zR . ßn C. 

i:) a7j — zR . ßtiB. , . . . • 

' .10) 1 K'~ zR , ßn A. 

19) yl‘ß — ZR . tangA. 

zo) — zR . tangA. 

Ziy ~ zR . tnngB. _ 

22) — zR . taug B. • ■ 

23) OB “ zR . tangC. , 

24) Ö A ^ sR . lang C. ~ ■ 

25) A^‘A ~ zR . ßn B . ßnC . eofec (C^B). 

s 6 ) A*‘B — zR . ßn . cofec{C — Bß 
' ^27) AßC ~ zR . ßn B* . cofec(^C—E). 

08) B‘*B ^ zR , ßnA . ßn C .’cofec (j<— C). 


A ■ 
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89) — StR . finA^ . cpfec(A — C'). 

30) B"A — 2R . fin . cofec {A —• C). 

51) C'^Cf • yi«-^ • finßK cQfec{A — B). 

3a) 0 *B ~ aR . fitiA^ . cofec(A — S). ' 

33) C"A — zR . ßn B* . cofeC (A — B). 

. 5^) A^'B' — 2R . finA . tcui^ B . cofec(C~B'). 

, 35) A‘‘(J — qR .finA , lang C . cofec{C-^B). 

56) B‘C\— oR . (tnngB .-i~ taug C). 

37) h^'A^ — eR . finB . tangA . cofec(^A—C). 

38) B*‘C* — aR . finB . tangC . cofec (A — C). 
r 39) C>A* — aR . (lang A ^ lang C). 

, ^ S^-q) C^*At — aR . fiji C , tangA . cofec(^A — S). 

. . 4O C‘*B^ — aR . finC . tangB . cofec(_A — J3),. 

4a) Atßt — aR (lang A 4- tang B). 

177. In dlet«r Tafel nimmt man alle drey v 
Winkel fpitzig an > A als den grö&ten , B als den 
kleinlleii. Aber man kann leicht die Veränderung 
der Zeichen finden , die eintreten raufs, Avenn man 
annimmt, dafs ein Winkel Avie A (Fig. 54.) ftumpf 
Avird, oder AVeun B :=■ C (,Fig. 55,), Man fieht 
'nämlich, dafs, AVeil A, B^ C, R, die in den ZAveyten 

V 

Gliedern Aorkomnien, Aveder durch o, noch durch 00 
geht, in diefen zweyten Gliedern keine Veränderung 
zu machen iß. Aber aus der Natur dinfer Winkel 
Hebt män leicht, AVelChe von den erßcn Gliedern 
haben müffeni 

Auch diefe Aufgabe Iß nür eine Folge der Viet 
vorigen , AVeil die darin vörkommehden Quantitäten , 
alle in Werthen von Af B^ C, R äiisgedrückt 
' find. - , ' 

. • ’ - • y ß ' 
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Man imirs bemerken, dafs die drey l*ubkte 
• C** lieh nothweiidigeiAveife in einer ge- 
raden Linie flndeh mülTen , -wie man leicht Hebt. 

■■ s- ‘ ' ! ■ 

Fin Und zwanzigfie Aafgabe. 

• • i78. Das Viereck ASDC ift in einem 
Kreile befchriebeny m an ziehe' die bey- 
den Diagonalen Aüi bC , und verlängere'' 
die entgegengefetzten Seiten, bis fie fich 
in F, € treffen. E fey der D u r chfchni tts* 
punkt der beyden ‘Diagonalen. Nuil ver- 
langt man alle Linien und' Winkel ' diefer 
Figur, in Wei chen des Radius des Cirkel* 
ausgedrüc kt , u n d der drey Winkel BA D, 
CADj ALB, Sv eiche eine Diagonale AD mit 
iden Seiten AB, "AC und der ändern Oiago* 
nale rj 6' bildet. 

Es fey ' 

BaD = m • ■ ■ ' ’ 

CAD—n ' 

AKC = k ■ ' • • 

und der Radius' des Kreifes — H, dafäuS folgt fol- 
gende Tafel.' 

. , 1 •• 

‘ - » - * • 

Allgemeine Tafel der V'erhältniffe zwi- 
fchen allen Tbeilen des eingefchriebenen 
. . W i e r e c k s. 

iWerthe der Winkel. 

i) BAD ~ m. 

a) CAD “ n. 

3) AEC = k. ' 

/ ■ .. / , 

4 ' • 

^ ~ 
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4) AEB — a» — jJ. 

,5) B/iC — m-|-«. 

6) ^£C = k — m. 

7) Atß — s.^-{k-^n). 

8) C^I> = 

9) £C7D — m. - 

10 ) BDC =: 2x — (w + «}. 

1 1) BüF — w 4" ^ 

la) CPG— ?» + n. , 

15) Ai>B = 2w — (k + n). 

14) AD C — k — m. , 

' *5) A&D — — »I. ■' 

16) A^D ~ St — ( i + n"— m). 

17) DBF = a* — (ii + 

18 ) DCG ~ Ä + M — m, ' ' 

*9) ADF — 2» — ►(A — - m). 

ao) ADGp^k-\-n. 

' ai) FDC — 2» — (k~m), 
so) Gdß = i-t-n. . 

aö) BFD — k-^om, / 

‘ ' 84) C^X> = 2, — (Ä + c«), > . . 

Werthe der Linien. ' 

85 ) DC ^ sR . yz» (m 4- «}• • . • 

s6)^ AC ^ 2Ä . (4 — 

87^ AB — eil , ßn (^k -(- «)• 

&S0 aR .Jn^k+n — m), ^ 

Ä9). BD ~ . a ß . yz<j in, 

30) C 2 R , yüi n, 

3^) , AE ^ 2 R . ßn (Ji 4 n) ßn (k fr~ 9)^ cffecjt. 

38) BE = 2ß . ßn(^k + n) ßn m . cofec k. 


/ 
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33 ) — 2^^ • y*'*C^ — >") /«'i • <^ofeck, 

34) ~DE — ail . fin m . ßn n . cofec k. 

55) -5T — eR.yin(^ — m) fin(k'hn — m) cofec (Jt — Zm). 

56) Jbj*’ ~ aR . ßnm . fin(rn + n) cofec {k — am). . 

37) CF — aR . fin{k — m) fin(m’^rn) cofec (k ~~ Sm). 
33) DE — aR . ßnm . ßn (A + n — m) cofec(k — Sm). 
Sg) aR , ßn (k+n) ßn (^k-{-n — ‘m) cofec {k-j’ 2 n), 

40) SG — sR . ßn (Ä + n) ßn (m~hn) cofec (k + in). 

41) CG — aR . ßnn . ßn (tn~l-n) cofec (/t+aw), 

4a) DÜ — aR . fin n , ßn (k'En — m) cofec (A+an)^ 

43) - 

.179. Die Formeln der vorigen Tafel beziehen 
lieh nur auf die Figur, auf welche die Betrachtung 
•gegründet war, d. h. wo die Punkte J5, C, D 
lieh nach der Ordnung ABDC folgen. Will man ße 
nun auf den Fall anwendbar machen, wo ße ßch in 

' j 

der- Ordnung AB CD (Fig. 53.) folgten , fo darf man 
>> fich nur vorftellen, dafs die erfie Figur durch die 
Bewegung des Punktes C auf dem Bogen CDß, bis 
er über den Punkt D ift, in diefen neuen Zuftand. 
komme. Dann wird offenbar n invers, uiid da das 
die einzige Quantität von m, n, k, R iß, die durch 0 
gegangen ift, fo braucht man nur — n in die Tafel 
'ftatt -f-,n zu fetzen, und zu gleicher Zeit die Zei- 
^ chen der erften Glieder, zn verändern , die dadurch 
invers geworden ßnd. 

'Ständen die Punkte in' der Ordnung ADCB 
(Fig. 5y.) , fo brauchte man nur- eben fo — m zu 
fetzen .'1.2 

Diefe ,drey Stellungen umfaifen alle möglichen 


z'' 

I 
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Fälle, folglich kann man die Tafel auf jedes in einem 
Cirkel befchriebene Vieleck anwenden. 

iQo. Die vorige Tafel giebt alfo die Auflöfung , > 

der allgemeinen Aufgabe. 

Wenn von den Quantitäten, die ein 

im Kreife befchriebenes Viereck aus- 

xnacben, vier von einander unabhän* 
gige gegeben find, alle übrigen zu 

finden. 

Z. B. man giebt die vier Seiten und verlangt das 
übrige. 

Es fey ' 

Tb — a ■ - ' 

Ti — h ' ^ - . . , ' ' 

BÖ = c ' 

Cd = d, 

fo geben die a6fte, 27fte, cgHe und 3ofte Formel 
b — S R . fin (k — m_) 
a — ä R . ßn (fe + «) 

< — zR . fin m 

d — aR .fin n, " ' ' 

Man zieht alfo nur aus diefen vier Gleichungen 
die Wertb<r von /n, m, k, R, als unbekannte, und fetzt 
fie in die Formeln der Tafel. Bey der Rechnung ' 
felbft kann ich mich hier urn fo weniger aufhalun, 
da ich noch im folgenden Abfchnitt auf eben diefe 
Unterfucbung zurückkommen Averde. 

i8». Wenn man annimmt, dafs im Viereck die 
zAvey gegenüberftehenden Winkel Reclite find^ z. B. 
ABDy AÖDf fo yverden vrir haben ji/iD — x, oder 
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A + n — m ~ tr, oder 11=:»+ (rti^n); fetxt man 
diefen Werth von ^ in die vorige Tafelt, fo erhält Ge 

diefe Geftalt: i . 

/ 

Werthe der Winkel. _ \ / 

») B^D ~ m- , , 

8) CAD = n. ■ ' 

3) AhC = » + (m — n), 

4) AED = *• — (m — n), '* 

5) BAC = m + «. 

6~) ABC ^ w — w. I . 

7) A^B ~ ^ . ' ■ 

8) CBD = n. , • >•. . ■ ’ . 

g)'j 9 ^D = m. 

»o) BDC — 2» — (m+n), ' 

‘ • .r ' ' '• 

n) JBDF — m 4- n, 

1 8 ) cti G — m + H. 

A ' 

i3) ADB—^ — m, ’ , 

^ 14) A'hc = T — tu • • 

^5) ABD — w. 

16) = ». . . ' . ' ' 

. 17) j?i)F =: ». ■ 

i8) DC6 — w, 
jg) Ahp ~ w — (am — «). ' 

•' eo) Aho ^ " • . . ' 

ai) FBC = v-T-rCSiw.Trnill«, 

A ' 

88) GCB^w’Vm. V C-- 
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^ ?3) SFD =5 . 

U4) COD ^ » — (i>i + »0* ; 

Werthe der Linien.^ 

^ »I 

* 5 ) BÖ ^ zR • fin (m ■{■ n). 

\ 

. i6) Äö qR . cof m. 

87) ylB — • cof m, 

*8) ^ =: üR. ' ' ; 

sg) BI) z=: zR . fin m. 

30) JJÖ z= sR . fin n. 

31) =;= 8ß . cof m . cof n . fec (m — n^. 
3 ») BE = zR . fin m . cof m . fec (m — «). 

53) CE = 

34) 


C£ =s sR . yi« »» • '» • /««• (»” — ;'0- 

DE = aR . fin m . fin n . fec (m-rr-n). j 


35) 

ÄF : 

11 

10 

cof n , 

fec (1 

h). 

3<S) 


= rR , 

fin m , 

, ta)ig 

(m + «)• 

37) 

CE' : 

zR . 

cof n 

, tang 

(;«+«)• 

38). 

W 

=?: aR 

. fin m 

. fec 

( 7 ». + ti). 

39) 

JG 

= aR 

. cof m 

. fec 

(m + n). i 

40 ) 

BÖ 

== aR . 

ct)f m 

, tang'(m-\-nfi 

40 

CÖ 

== 8R 

. fin n , 

. tnng 

(m -f- «). 

40 

DG 

= 8R 

, fin n 

. fec ( 

m + n). 

43) 

R = 

= K 





Zwey und zwanzlgfie Aufgabe. 

i82. Es find die vier Seiten eines Tra- 
pezes ABDC {Fig, 60,) gegeben; man fucht 
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i) die bcyden Diagonale* ti^nd ihre Seg- 
mente, 2) die Segmente auf den gegen- 
überftehenden nicht /parallelen Seiten, 
■wenn fie bis zu ihrem Zu fammen treffen 
verlängert find, 3) alle \Vinkel, "welche 
aus de n D u r chfchni t ten diefer Linien ent« 
ft e h e n. 

H fey der Dnrcbfchnlttspunkt beyder Diagonalen, 
£ der Durchfehnittspunkt der gegenüberftehenden 
nicht parallelen Seiten jiB, CU. Ich ziehe durch 
Am parallel mit h'.D, und durch C, Cn parallel mit 
.hB. Ich nehme ferner Aß — a, CD = b, AC ~ c, 
BÜ — d. . * ■ , 

Nun habe ich oft’enbar Am = i, Bm — d — c, 
alfo weil Bm : Ad = „ßS ; ß£, auch BE = ** * 
bd- 


ad 

d^c" 


eben fo DE — 


d — c 


alfo BE — Aß oder AE ss 


a c 


• { und DE — oder CE . 

d — c d — c 

Die Diagonalen und ihre Segmente ßndet man 
fo. Das Dreyeck AßD giebt 

ÄD^ = Äd^ -h — hp . cö/ABD oder 

AD^ = -Ed^^Zad . cofÄdti! 

■’ Eben fo giebt das Dreyeck ABm^ Am^ oder 
+ (d — c)* — 2a(d — <■) . cofABD. 

^ Man nuiltiplicire die erfte Gleichung mit d— p, 
die.zweyte mit d, und fubtrahire dann eine von der 
andern, fo erhält man 

b^ d — n*ci-+-cd(d — c) i 


AD* = 
BC* z= 


d — c 

a* d — i’c + cd (d — c) 
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Jetzt ßncl nur noch die Segmente zu luchen. 

Aus den Dreyechen SDII, ACl) folgt 
mi. CB=z.BD:ÄÜ oder ’EÜiBli = ^ + dC: MU, , , * 


' BC.BI) d „ 
alfo BH = — = -r-r-_ 


ßb-i-dC 


/ a ’ d-^6 ^r-f- cd (d — c)\ 
d— c— -/■' 


Eben fo 


CH 


= — r f- 

d4-c ’ V 


’n* d — + rd (d — c)' 


i '• ? 1 




c ^ f'b^d — i + td . (d — r)> 




d — c 




b^d — c + ed , (d — c) 


d — c 


’). ■ 


Wenn alle Linien fo gefunden find, erhält- man 
ohne Sch'wleriglieit die Winkel, aus dem bekannten 
Satze ■ 


cof d — 


^ Jj^ - 

^ u. f. w., WO A der Win- 

2 b c 

kel ift, der a. gegenüber fteht. Ich habe desAvegen 
die Winkel in diefer Tafel ausgelaffen. - 

j) dB — .1 ( ■ 

2) CD :=z b. 

4 ) BD ~ d. 

- ^ j— ad •■'r 

5) BL — 'J~Z'c ' ' ' ’■ 

- 


7 ) 


a c 

T^c 


s — b c 

a) CE — — . 
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9 ) 

. jo) BC 

11 ) jm 
18) CH 
» 3 ) 

f 

14 ) UTl 


r(- 


b'^d~~a^c — c) 


ci — c 

d — c -h cd (d — <•) 


) ■ 

)• 


- ^ r* 

— dT'c ^ 

d — + cd(d—e] 
1 . d~c 

''n* d — e -j- cd (d.— cy\ 

d+c ^ \ 

— rl 

K d-c )• 

d — ; c + cd (d — c)' 

d-Ec ' \ 

- r 

k ' • ^ 

/b^d —i c -hcd(d — ry 

• d-hc ' 

V 

♦ 


. Diefe Formeln beziehen fich nur auf den Fall, 
“ _____ ' * 
wo BD AC... Will man die Modihkationen beym 

Gegemheil wlTen, fo [teils man lieh vor, ^daf8 AC 
(Fig. öl.) fich durch eine allmähliche Bewegung von 
A und C, auf AC felbft in entgegengefetzter Rich- 
tung, verlängere, wobey BD derfelbe bleibt, fo wie 
die Entfernung von AC zn BD. 

’ ' Durch diefe Bewegung wird alfo keine der vier 
Quantitäten AB, AC, CD, BD Aveder durch o, noch 
durch oc gehen, alfo keine inver? Averden. Eben fo 
Avenig AT), BC, BH, CH, ÄJj^ ifR. 

J 

Nur AE, BE, CE, DE find durch co gegangen, 
und könnten Avohl invers Averden ; das ift denn auch 
in der That der Fall, denn jede von ihnen, AE 

ac 


z. B. , hat einen Werth 


-, der invers Avird, AVeil 


d — c' 

hier c:^d. Alfo um die giefundenen Formeln auf 
.den Fall aiiAvcndbar zu machten, avo aV BC, ver- 
ändert man die Zeichen von AE, BE, CE, DE. 
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IVtan k<irn auch dl< Fohiifeilrf,' "®e fich'aüf Fig-Sß. 
beziehen, dadurch fihden, dafs man ihrte direhte Cor» 
relatibn mit c>et Urfigur auFTtellt. „ '• 

Urijftem .... 

, Umgeformtes Syftem . BA CD Elf. 

Um alfo die vorher gefundenen Formeln auf 

Fig. 58. anzUwendeiS,' fetzt man nur gleich für a, i, 

d, c die Vier Quantitäten DD, Avel» 

che fie vorfteilen, dann nach dief^ Correlation füi 

jeden Punkt den ihni cnü'prechemlen Punkt, B fiatt 

A u. f. w'. , ohne die* Zeichen 'zu' veriindern. In deri 

neuen Formeln kann man dann Nvieder AB, CD 

u. f. "W. , a .b n. f. w. fetzen. i i. .j 

i83* Vergleicht man die' Formeln zwey tinÄ 

zwey ü, r. Av. , fo kann maü verfchied^ne Fol^eü 

daraus ziehen; z. B.'quadrirt man die yte und röte’, 

ädditt und fubtrahift*, fo erhält man 

_I ’ - ' ' jq-c 

AD^ +BC‘-a^ +2bc,AD'-—nC‘-(ib^—n^)~-. 

Aus der erfien Gleichung folgt der Satz : 

In jedem Trapeze ift die Summe der Quo* 
drate der Diagonalen gleich der Summe 
der Quadrate"Ser nicht pavaHelcn Sei- 
ten vermehrt mit dem Tinppelten Pro- 
dukt der parallelen Seiten. • 

Wodurch der bekannte Sau von raral'clogramnicn 
noch mehr Allgemeinheit erhält. Der zwejte picht 
uns diefe Proportion: 

, JSÜ* ;.Ä» — n* ~ d +c ; d— c, 

Eben diefe Tafel 'giebt die Aullofiing der allge- 
meinen Aufgabe: 


f 
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Wenn von (teh -Quantitäten, aus denen 
.. >ein Trapez befteht, vier von einander 
unabhängige gegeben Tijid, alle übri» 
gen ZU' finden. . 

. ,Drey und zWanziglie Aufgabe. 

i 84 ; Wenn von Lini^n'und Win'» 

kelii, ^die in'einein einfachen Viereck mit 
feinen beyden Di-agonalen zu betrachten 
find, fünf von einander unabhängige ge* 
^eben find, alle übrigen zu finden. 

^ ABDC {Fig. 6a.) fey^das Viereck, H der Durch« 
fchnittspunkt beyder Diagonalen. Bey diefet Figur 
kommen E3 Dinge vor, ro Linien und 13 Winkel, 
\venn man die vier Winkel, die die beyden Diagot 
nalen machen , nur für einen rechnet. Man foll alfo 
diefe c3 Quantitäten )n Werihen von fünf »unter ihnen 
ausdrücken , z. B. der vier Segmente auf den Diago« 
nälen, und des Winkels, dcii iie bilden. £s fey alfo 
AH ^ ' . r. - I.' 

,• . £H = l>, . >_ .... 

‘ ,7ni = c.< 

DH ~ d.i *• „ ; . r, \ 

.. AHC = k. 

Daraus entfteht folgende Tafel: 

■x) ÄD = a.] _ 

s,)BH~b. 

3) ™ c. . , • .. 

' iy)TTH— d. . 

. 5) AHC = k\ . ' . . ' 

6) ÄD — rt d. • ^ 

- i 


/ 
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7 ) 5 c = Ä + ‘ \ ' 

8) — T “ («* 4- -I- 2äJ , cof k'). 

q) jfc ~ r” (<»* + 2rtc . cof k). •> ^ t 

10) £D — +d^ — flid . co/Aj. . / 

11) CD ~ X~ {c^ + +2cd . cof k). ■ 

' la) /m ^ + 2ab . cof kJ. 

Jin k / 

> 3 ) BAH ~ 7“-T 7 *" 1 ^* + ttrti . co/ ^). I 

■ yi/i k 

14) fin DBII ■= T^ VCh^ + — chd . cofk\ 

j yirt k 

15) /h B 1 )H — ~— Y“ (t* 4-d* — aW . cof k). 

/i/l rü 

16) yr« D&H — ^ + a£'d . co/ i), ‘ 

17) /« CDU T + stld . cofk\ 

Jiu k . , 

18) CAH — — Y" Ca*’ + c* — Bac . cof k). 

Jink .... ,, , , ' 

19) fin A^H ^ Y“ (a* cofk). 

/l/l ti 

EO) cofBAC — 

a* — hc .jm (ab — ar) , cof k 
’Y’ ( i.n* 4 " + Stab . cofk) a* _j. c* — aac . cofk))' 

ai) cof ABD ^ 

h* ad (ha — bd) . cofk _ 

Y\(a* -i-b* ’^ 2 ab . chfk) {b* 4* d * — -ibd . coJk)f ■“ 

ac) cof ßi)C — 

, d* ~bc (de — dh') , _f£Ai 

d* — a.bd . cufk)(c* 4. d* +acd . cofkjf 
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»3) cof ACD — ' . 

"^r*— +fc</— cA) . rpjfi 
y"((n^+c* — B< 2 c . cofk)- d\ + Scrf . cofk))'' 

Die Forriidn dfefe? Tafel' beziehen fich nur aiif 
. die vorgcnommetie Figur, d. "K. wenn dae Viereck 
hcraeSCretend« VVinkcl hat, und einen zuratnnienh^n* 
genden Raum einfchliefsu Aber nach der. Corrcla- 
tioiis.tafel (löa)^ kann man ße lekht auf jedes Viereck - 
ausdchncii. 

‘ * • i . 

135. Die Methode, alle Vörhältniffe der Theile 
* einer Figur durch, analjtifclje Formeln darzuftellen 
und darauf die correlativen Figuren zu beziehen, 
fcheipt mir .durch diefe Beyfpiele genug entwickelt 
zu feym Ich hin überzeugt, dafa man grofsen Vor* 
theil daraus ziehen kann, dafä^die^e Methode auf viele 
vcrfchiedene Figuren angewandt, das reichhaltiglte 
Mittel feyn wird, ihre Eigen fchaften zu entdecken ' 
und fie durch ihre Analogien zu verbinden; eben fo 
gewifs .wird man He mit glücklichem Erfolge auf 
andere Theilc der Mathematik an wenden können. 



Kurze 


/ 
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Kurze Ueberficht der Carnot’fchen Theorie 
der fogenannten negativen Quantitäten. 

t — — 

(Aut deÄ McTTioir» fui‘ l» Relation qui txifie entre les 
dijiantet refpectiuei de einq polntt prie dans l'e/pace 
etc. pag. 96.) 


». Die Natur der fogenannten negativen Quanti- 
täten Avar immer eine der haupträchlicbiten metaphy* 
fifcben Scbwierigkeiten der Analjlis. 

Jeden Augenblick führen die algebraifcben Ver- 
ricbtungen auf Ausdrücke von negativer Form. Was 
bedeuten fie ? ' ^ 

£s erhellet gieich,' dafs abfolute Quantitäten die 
einzigen find, von denen man fich einen deutUchen 
Begrifl; machen 'kann; die Zeichen und — < die 
vor ihnen Itehen« zeigen blofs an ihnen vorzuneh- 
mende Verrichtungen an. So Gnd die Ausdrücke 
•f a, — h compiexe algebraifche Formen, die -weder 
eine Quantität, noch eine Verrichtung allein anzei- 
gen, fondern die Vereinigung beyder. Man kann 
'alfo nicht, ohne der Evidenz zu fchaden, die doch 
Grundlage aller mathematifchen Wahrheiten ift, diefe 
Ausdrücke mit denen verw'echfeln , die hlofse Quan- 
titäten vorftellen folien. Nun kann man aber a 
Avie o -f.A oder a anfehen; es fällt daher jeder Unter- 
I. ■ Z 



354 


fchieil z-\vifchcn den fogenannten' pofitiven und den 
abfolu^n (Quantitäten Aveg,. und die Schwierigkeit 
betrifft eigentlich nur die fogenannten negativen Quan- 
titäten. 

!}. Einigen find einzelne negative Quantitäten 
kleiner als o; aber diefe Meynung fcheint keiner Ver- 
theidiginig fähig zu feyn, denn um eine folche Quan- 
tität zu erhalten, müfste man etwas von nichts neh- 
men können. 

Eben fo würde — 4X — 5 kleiner als SX 3 feyn 
miiffen, da bey dem erften Produkt jeder Faktor ein- 
zeln genommen kleiner als bey dem zweyten Aväre. 
Dennoch giebt das erfte -fao, das zweyte nur H- 6 . 

Endlich, da man in jeder Rechnung alle Quan- 
titäten, die zizo find, vernachläfsigen darf, fo würde 
man mit noch gröfserem Rechte die , welche kleiner 
als 'o wären, nicht beachten dürfen. Aber jeder ’ 
wcifs, welche grobe Fehler man durch Vernachläfa> 
gung der negativen Quantitäten begehen yvürde. 

3 . Anderen find einzelne negative Quantitäten 
nur darin von pofitiven uuterfefaieden, dafs man fie 
in entgegengefetztem Sinne nehmen mufs, indeffen 
fagen fie uns nicht, was fie im Allgemeinen durch 
' Quantitäten' in entgegengefetztem Sinn von einander 
genommen verffehen. Sie führen fieylich als Bey- 
fpiele Schuldforderung und Schuld, 'Ordinaten rechts 
und links von der Abfeiffenaxe genommen an, aber 
Beyfpiele find keine allgemeine Erklärung. Noch 
dazu trügen die Regeln, welche man auf diefem 
fch wankenden Be^ilf erbaut hat, häufig, felbft in 
.. den eben angeführten Fällen. Ein Beyfpiel fey ge- 
nug; die Secante eines Bogens,, der in das dritte 
' Viertel des Umkfeifes fällt, müfste nach den eben 
angeführten Regeln pofitiv feyn, weil fie nach Gröfse ^ 
< lind Richtung ganz in die Secante eines Bogens ira 
erften Viertel, fällt. Da fie nun aber negativ ift, fo 
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exifti^t,hicr offenbarer Widerrpnich, und diefe Mey- 
Dung iß eben fo unzuläfsig wie die erße.' 

Noch mehr, wären die negativen Quantitäten 
wirkliche Quantitäten, was giebt ihnen bey der Mul- 
tiplication das Vorrecht, dem Produkte ihr Zeichen, 
zu geben? Warum kann man nicht aus beyden die 
Quadratwurzel ziehen? Warum Toll die Quadrat- 
w-urzel einer "Schuldforderung, einer Ordinate recht» 
von der Axe genommen, eine wirkliche, die Quadrat- 
wurzel einer Schuld, einer Ordinate links von der 
Axe genommen, eine unmögliche Quantität feyn? 

' Noch mehr, da man es in feiner Gewalt hat, die 
Seite der pofitiven Ordinaten zu beftimmen, fo kann 
man nach Belieben daffelbe Ding möglich oder un- 
möglich machen , und durch den Zauherßab der Zei- 
chen dem, was nicht feyn kann, Exißenz geben, 
und das, was exißirt, unmöglich machen. Gewifs, 
es iß den Geometern wohl nie eingefallen, daß fie 
fo mäch'tig wären. 

4. Andere, ohne lieh über die Natur ifolirtec 
negativer Quantitäten einzulaffen, haben Geh damit 
befchäftigt, ihren Gebrauch zu rechtfertigen, und 
gezeigt, daCs die durch fie erhaltenen Befultate im- 
Tiier mit denen übereinßimmen, die die Synthefis, 
oder Rechnungen ohne fie, liefern. Solche Arbeiten 
find deßo mehr zu fchätzen, da es keine andere Art 
giebt, die Untrüglichkeit der analytifchen Refultate 
zu beweifen. Indefs iß meine Abficht hier doch ver- 
fchieden; ich will nicht unterfuchen, wie man den 
Gebrauch der fogenannten negativen Quantitäten ver- 
meiden könne, fondem vielmehr was ihr Wefen aus- 
mache, wenn man fie braucht. 

5. Der Ausdruck negative Quantität, hat 
in der Algebra :.wey verfchiedene Bedeutungen. 

Nach der erßen heifst er jede mit dem Zeichen 

behaftete Quantität. « 
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Nach der andcrri eine Quantität, die mit einem 
Zeichen behaftet ift, welches dem, das fie haben 
folltCj entgegengeCetzt ilt. 

Z. B. in der bekannten Formel 
cof (n + ^ — Z” ’ y*” • • • C-^) 

ift das letzte Glied nach der erften Bedeutung negativ. 

So lange n, b und n + i jedes für lieh bleibt 

das nämliche Glied politiv nach der zweyten Bedeu* 
tung, weil diefes Zeichen mit dem es behaftet ift, 
f^in Avahres Zeichen, das es haben mufs, ift. Wird , 
aber a-\-b^xy fo ift die Formel falfch, und man 
erhält direkt durch Synthelis 

cof (a 4- b) ßn a , ßn b — cof a . cof h . . (B). 

Soll alfo die erfte Formel noch auf diefen 'Fall 
anAvendbar feyn, fo mufs man das erfte Glied 
cof (a 4- b) fo anfehen , als fey es mit einem Zeichen 
behaftet, das dem, Avelches es haben follte, entgegen* 
gefetzt ift, Aveil man in der That durch VerAvechfe- 
lung des Zeichens diefes Gliedes 

— cof ( a zn cof a . cof b — ßn a . ßn J, i 

alfo eine Formel erhält, Avoraus durch Verfetzung 
der Glieder (ß) Avird. Will man alfo {ji), auch als . 
auf den Fall, avo a-\-b=^x aiiAvendbar, betrachten, 
fü ift cuf(a^b') dann mit einem Zeichen behaftet, 
das dem, AAclches er haben follte, entgegengefetzt 
ift, und folglich eine negative Quantität nach der 
ZAVeyten Bedeutung, obgleich er pofitiv nach der 
erfte» ift. 

Hieraus kann man den Avefentlichen Unterfchied 
beyder fehen. DIefelbe Quantität kann politiv nach 
der erften, negativ nach der zAveyten Bedeutung 
feyn, oder umgekehrt. Eine einfache Verfetzung 
macht die pofitiv , ^ die nach der erften Bedeutung 
negativ Avar, dahingegen fie auch durch Verfetzung 
immer negativ nach der zAveyten Bedeutung bleibt, 

Avcil fie darum doch das Zeichen behält, das dem, 

f ^ ^ ■ f 

♦ 
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welches fie haben folhe , entgegengefetzt ift. ift es 
wohl ein Wunder, Avenn derfelbe Ausdruck, für 
zwey fo verfchiedene Dinge gebraucht, Dunkelheit* 
verurfacht ? * / # - ' ’ ’ 

6. Um diefe • Unbequemlichkeit zu vermeiden,' 
Avollen Avir den Ausdruck negative Quantitäten 
nur für die mit — behafteten brauchen, und diej“ 
Aiyelche ein Zeichen, haben, das dem, Avelches fie 
haben follten, entgegengefetzt ift, invcrfe Quan- 
titäten, im Gege|ifatz direkter Quantitäten, 
nennen. Direkte find nämfich, die das Zeichen,, 
das fie- haben follen, haben. 

^ Man Tagt z. B. , eine Schuld fey eine negative 
Scliuldforderung , das heifst nun, Avenn man in einer 
Kechnung eine für die andere nimmt,' fo Avird die 
algebraifche Quantität, die die zu bezahlende oder 
zu empfangende Summe vorftelU, ein dem_ Zei-\ 
eben, Avelches fie eigentlich haben follte, entgegen^’ 
gefetztes haben. * * • , » o 

Es fey X die Quantität, 'die eine 'geswilfe Perfoh 
bezahlen oder empfangen foll, ui das Vermögen die- 
fer Perfon, B das, Avas fie, ohne x zu rechnen, 
befitzt. Ift nun x eine Schuldforderung , fo Ita^ 
man ' i i * 'r 

• A X, oder x A — S, - 

ift im Gegentheil x eine Schuld, fo hat man s ■' 

' • I Azz=B —^Xy oder rc z=: i? — A. - ^ 

Wenn man - alfo’ in einer Rechnung x . iniger 
Weife fqr eine Schuldforderung angenommen hätte, 
da es nur eine Schuld Avar, fo hat man in 'die Rech- 
nung A — B Ratt J3 — A, oder A — Rftatt— — B), 
oder X ftatt — gefetzt, d. h. im Verlauf der Rech- 
nung Avird X ein Zeichcn'baben’, das dem entgegeu- 
gefetzt ift, Avelches .i haben follte, und Avelches -v 
haben Avürde, Avenn es Avirklich dayi -Avas es Aor- 
ftellen follte, yorftellt. - 
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7* Derfelbe Fall tritt bey der Anwendung der 
Algebra auf die Geometrie ein, wenn man z. B. 
.eine Ordinate, die linbs von der AbfciUenaxe liegt, ' 
als rechts gelegen annimmt, wo der Buchftabe, durch 
den fie angezeigt wird, ein Zeichen bekommt, das 
4em entgegengeCetzt iß , das er eigentlich haben 
fülke , und 4as haben würde , wenti kein brthum 
in Anfehung der Stellung vorgefallen wäre, 'So 
wird diefer Bachftabe eine inverfe Quantität aus- 
drücken, 

Q. Daraus erhellet, da(s der höchfte' GrundEats 
In der Theorie inverfer Quantitäten diefer ift : 

Jede inverfe Quantität kann als der Unterllchied 
zweyer direkten angefehen werden, wo man 
die gröfsere für die kleinere genommen hat,' 

I und unagekehrt. 

So ift im vorigen Beyfpiel.'* invers, weil man 
es als — B angenommen hat, da es e^entUch 
B — A \B, d. h. weil von den beyden Quantitäten 
A, B, deren Unterfchied x ift, As^B angenommen 
ift, da es in der That kleiner ift. 

' Ueberhaupt fey p irgend eine inverfe Quantität, 
die wir m ■—- « annehmen. «Weil nach der Hy« 
pothefe p invers ift , fo ift es mit einem Zeichen be- 
haftet, das dem, welches es eigentlich haben follte, 

' entgegengefetzt ift; d. h. man hat in die Rechnung p 
fiatt p gefetzt, oder m — n ftatt n — m; man hat 
alfo m::^n angenommen, da in der That n-^m. 

g. In dem Sinne mufs man auch den wichtigen 
und bekannten Grundfatz verftehen , dafs jede Ver- 
änderliche, die vom Pofitiven zum Negativen über- 
geht, nothwendig durch o oder durch oo .gehen 
mufs. Er fagt nur, dafs jede Veränderliche, die vom 
direkten Zuftande zum inverfen übergeht, oder um- 
gekehrt, nothwendig durch o oder durch oo gehen 
mufs. Soll nämlich von zwey Quantitäten. nt., n die 
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gröfsere zur kleineren werden , fo mulTen bejde 
durch den Zufiand der Gleichheit gehen, wo dann 
m — n oder «-*-Aiz=o. Eben fo geht p in — p 

» ^ * 
über , fo wird auch aus , , alfo wird 

. p—p __p 

auch invers, und gebt durch oo in dem Augenblicke, 
da p r:: o. ' i 

‘ Wir wollen diefe ganze Theorie auf einige neue 
Bejfpiele anwenden. ' 

10 . Der Coßnus eines ßumpfen Winkels ilt eine 
inverfe Quantität, weil in dem Urfyftem, von dem 
man ausging, und auf das er bezogen Axird, alle 
Winkel = «r find, alfo cof i . — ßn verf.y und ' 
1 =^fin verf. Wird aber der Winkel ftuinpf, fo ift 

im Gegentheil fin verf i , und der Cofinus der 
Unterfcbied zweyer andern Quantitäten, von denen 
man die gröfsere als die kleinere anfab, folglich 
invers. 


Soll daher die Urformei cof = i — ßn verf, für 
einen ftumpfen Winkel gelten, fo niufs das Zeichen 
des Cofinus darin geändert werden , und man erhält 
— cof nz 1 — ßn verf oder ' . ~ 

'•--co / ßn verf — i. . - T, *• 


. tang a 


Eben fo hat man aus den Urforraeln ■ 

ßn a ßn a ßn afi — ßn verf a) 

cof a 1 — ßn verf a (*■ ~ ßnverj aß“ 
ßn n — ßn a . ßn verf a 


d. h. tang a 


1 — S ßn verf a ßn verj 
ßn n 

1 — 2 ßn verf a -j- ßn verf 
ßn a . ßn verf a 


1 — 2 ßn verj a -J- fin verj 

- Wird in diefen Formeln a ßumpf, fo hat inan 
.ßn verf alfo ift dann tang a Aet Unle; fchieil 

zweyer Quantitäten, von denen matl die gröfsere ais 




! 
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die Ifleincre aniah , . d. h. /i n v e r s . and die wahre 

Formel für diefen Fall iß ' u , ■ 

• ßn a ( ßn vcrf a — i ) • ! 

. lang a Z=. j . — rj— . " ■ • 

r ° (ßn verj a < — ' 

— ■/ , »I 

Dem ohnerachtet hat man doch immer tang a 


weil in diefcr Gleichung tnng n und cof a 


ßn a 

cof a’ 

«ngleicb invers Averden. Man mufs alfo heyder 

Zeichen verändern, und erhält / 

ßna ßn a 

— tnng a' — — oder tang n , 

— coj a coj a 

AVobey man bemerken Avird, dafs in dem Augem 

blicke, AA'O tang a das Zeichen ändert, ,üe durch «e 

'geht, AVeil gerade da cof a durch o geht. 

Eben fo hat man ;m Urfyßem 




cof a i — ßn verf a 


(i-— yia verfaß 
ßn vcrf a 


\ ,' V ' (v — ßn verJ a)~‘ 

Wird nun fo Avird auch ßn verf i, 

und die Secante Avird Avie die Tangente invers. 
Die Avahre Formel iß dann 

ßn verf a 1 


fec a 


(ßn verf a — . (ßn verf a~^i) 


2 » 


AVO doch noch immer fec a — . > ■, Aveil die Secante 
•' 'oj a 


CO 


und der Colinus zugleich invers Averden. 

Es iß merkwürdig,; dafs diefs Beyfpiel, welches 
nach unferer Theorie fo leicht zu erklären iß, ganz 
die Meynung mehrerer umßöfst, denen ^negative 
Quantitäten nur geAA'öhnliche Quantitäten ßnd,.die 
man im entgegengefetzten Sinne >on den poßtiven 
genommen hat. 

11. Man kann fragen, avozu es nütze, Quanti- 
täten, die mit einem falfchen Zeichen behaftet find, 
in die Kechnuiig zu bringen, und' ob es^ nicht ein- 
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'fi»cher fey, einer jeden, gleich das paffende Zeichen 
zu geben ? . . . 

Zuerft erinnere ich dagegen, dafs man oft dazu - 
gezwungen wird. Sucht man z. ß. die Ordinate 
einer Curve, ohne die Gegend zu kennen, in der ße 
lieh befindet, Xo muXs man dieXe doch erft Avillkühr- 
lich annehmen. Fällt hierbey nun ein Irrthum^vor, 
|Xo. findet man freylich den abfolnten Werth der ge- 
fuchten Ordinate, aber mit einem Zeichen^, das dem, 
was fie haben XolUe, entgegengeXetzt iXt. Man ver- 
beffert . den begangenen Irrtbum alfo leicht , indem 
man eine der erXten Axmahme entgegengefetzte Ge- 
gend annimmt, \ ^ 

12. Aber oft ifi auch der Irrthum nicht fo leicht 
zu verbeffern,- und man fieht fich gezAvungen, die ■ 
ßechnung nach neuen Annahmen ivieder anzufangen. 
Man glaube nie eine Avahre AuflöFung erhalten zu 
haben, Avenn man joicht für die Unbekannte einen 
pofuiven Werth gefunden hat, weil diefe poXitiven 
W^erthe die einzigen AVahrhaft verftändlichen lind, 
und alle andern nothAvendigerweife eine Unverträg- 
lichkeit der gegebenen Bedingungen und der Annah- 
men, auf denen die Rechnung beruht, anzeigen. Man 
mufs alXo diefe Annahmen ändern, oder die Bedingun- 
gen der Aufgabe Xo lange modificiren, bis man einen 
pofitiven Werth für die Unbekannte hat. Hat' die 
Gleichung pofitive und negative Wurzeln, Xo geben 
nur die erfteren ^Avahre AuflöXungen. Auf jede der 
anderen muXs man die Betrachtungen anivenden, die 
Avir vorher angeßellt haben, da eine einzige Wurzel 
einen negativen Werth erhielt. Mitunter find fogar 
diefe Wurzeln ganz. ohne Bedeutung, und nichts Avje 
blolse algebraifcbe Formen, die durch gcAviffe Um- 
fornmngen in die Rechnung gebracht find, denen fich 
die Gleichung im Verfolge der Behandlung, untcrAVer- 
fen mufste. 


i5> Cocli nicht lifoth'w^ndigkeit allein begrün^ 
det den Gebrauch inverfer Quantitäten, -auch der 
Vortheil beftininit dazu, den fie gc^väbfen, durch 
«ine einzige Formel ein veränderliche« Syftena in je- 
dem Zuftande darfleUen zu hBnnen. So würde tnan 
z. B., wenn man fie nicht anwenden wollte, vier 
yerfchiedene Gleichungen brauchen, um die vier 
Gegendelf einer ebenen Curve darzuftellen, die durch, 
ihre beyden Axen getheilt wivd, acht Gleichungen 
für eine krumme Oberfläche u. f. w. , indels , wenn 
man inverfe Quantitäten braucht, eine Gleichung did 
vorigen acht umfafst, wenn man nur am Ende der 
Rechnung das Zeichen der inverfen Quantitäten itti 
Refultate ändert. 

> 14.. Alles bisher Gefagte betrifl't nur die inver* 
fen Quantitäten, denen man fälfchlich den Namen 
negative gegeben hat, ich Tage fälfchlich, weil 
diefer Ausdruck natürlicherweife nur für die paäend 
"ej,n kann, die wirklich mit dem Zeichen — be- 
1 Ftet find, da die inverfen ^Quantitäten bald -f-, 
b. d — haben. 

Die eigentlichen negativen Quantitäten, von de- 
ner. ich noch zu reden habe, machen gar keine 
Sein 1 'rigkeiten , wenn gröfsere pofitive Quantitäten 
rvorhe j >;ben, aber wenn man durch Verfetzung oder 
algebraiTcne .Umformung auf eine ifolirte negative 
.Quantität, oder auf eine, die eine kleinere pofitive 
.vor lieh hat, ftöfst, oder im Allgemeinen auf einen 
algebraifchen Ausdruck, der unausführbare Verrieb- 
itungen anzeigt, fo mufs man diefen Ausdruck als^ 
eine blofse Form betrachten, die an und für fich 
gar keine wahre Bedeutung hat, aber doch impli- 
cite die gefuchten Verh^ltnilfe der darin vorkom- 
menden Quantitäten umfafst. Das Abfurde und Un« 
vcrfländliche darin ift durch Umformungen bineinge- 
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kommen,: und mufs durch andere Umformungen ver> 
fchAvinden, und nur, wenn fie auf eine klare Form 
gebracht ift, d. h. Avenn fie nur mögliche Verrich- 
tungen anzeigt, darf man fie nützlich anwenden. 

Bis dahin Geht man fie an Avie einftAveilig unter eine 
unbedeutliche Form gebracht, blob um die Btecbnung 
zu erleichtern. 

Nur durch die Sjnthefis bcAveifet man die Re- 
geln der algebraifchen Zeichen , da ‘man fie nur auf , 
bedeutUohe Ausdrücke gründen kann. Man beAveifet 
/nicht, dab 

/ -t- ö X — ^ = — «ij ' 

aber man he weifet , dab 

_ + a X ~ — — oihf 

WO B^h angenommen AAÜrd. Nachher, Avenn man 
oder ^=o annimmt, fchliebt man aus blober 
Analogie, dafs 

■faX — 

und dehnt fo diefe algebraifche Regel auf jede Funk- 
tion aus , ley fie bedeutlich , oder nicht. 

In diefer Hinficht mub man die blofs negaÜA'en 
Quantitäten als eingebildete betrachten, d. h. als 
blobe algebraifche Formen , da ja die letzteren nur 
die QuadratAVurzeln der erfteren find, und kein 
Grund vorhanden iR, .Avatum die einen möglich feyn 
Tollten, wenn die andern es nicht find. Jede Avirk- 
liche Quantität mub ihre QuadratAvurzel haben, und 
wenn fie fie nicht hat, fo ift das ein Beweis, dafs 
fie unmöglich ift, beyde unterfcheiden lieh nur eigent- 
lich genommen durch verfchiedene Grade der Un- « 
möglichkeit. 

15. Ehen deswegen ift die' Arbeit der Gelehrten 
uns fo Avichtig, die dargethan haben, dab die Re- 
Tultate, zu denen man durch den Gebrauch diefer 
nnbedentlichen Formen kommt, nie.fich von denen 
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entfernen, die man durch andere Rechnungen er- 
hält ,, ohne fich folcher Formen zu bedienen. Eine* 
Arbeit, die die Vorzüge der analytifchen Methoden 
durch Beweis derer Refultate ins- hellfte Licht ßellt, 
da (ie an und für ßch fcbon an Leichtigkeit und 
Kürze die ryuthetifchen übertreffen. Ich bitte hier 
zu \'ergleichen , Avai ich S. 53 u. f. über Analylis 
und Synthefis gefagt habe. ^ 

' r6. Aus dem bisher Gefagten fchliefse ift: ‘ 

1) Dafs es keine andere Quantitäten, als die ahfo- 

luten giebt, mit denen man die fogenannten 
poßtiven Quantitäten gleich ftellen kann. 

2) Dafs die Analytiker den Ausdruck negative ‘ 
Quantität in zwey wefentlich verfchiedenen 

; Bedeutungen brauchen, einmal für die mit — 

. behafteten , und dann für folche Quantitäten, 

• ‘ deren Zeichen demjenigen, das ße eigentlich 
haben Tollten , entgegengefetzt iQ:. 

3) Dafs man daher, um Zweydeutigkeiten zu ver- 

meiden, für diefe beiden Arten zwey Benen- 
nungen feftfetzen mub, wo ich nun die erften 
eigentliche negative Quantitäten, und 
die andern inverfe Quantitäten nenne. 

'4) Dafs die eigentlichen negativen Quantitäten ifo- 
' lirt gedacht, eben fo unmöglich wie die ein- 
gebildeten find, und dafs man beyde nur als 
blofse algebraifche Formen anfeheh darf, die 
' man nach der Analogie in der Rechnung für 
wirkliche Quantitäten braucht. • ^ 

5) Dafs die Rechnung nur dann Bedeutung erhlu, 
wenn man durch mehrere Umformungen auf 
ein klares Refultat' gekommen iff , d. h. ein 
f Refultat, worin alle Quantitäten abfolute find, 
t und durch die Zeichen nur mögliche Verrich- 
tungen angezeigt werden. 
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6 ) Dafs der Gebrauch der negativen und eingebil- 

deten Quantitäten in der Rechnung den eigent- 
lichen Charakter der Analyfis ausmacht, fie 
wefentlich - von der Synthefis unterfcheidct, 

■ und >iiir ein fo grofses Ueberge wicht über die 
letzten giebt. 

7) Dafs die inveffen Quantitäten immer einen in 

der Rechnung begangenen Irrthum und eine 
Unverträglichkeit unter den Bedingungen der 
Aufgabe und den Annahmen bey Setzung der 
•' Gleichung anzeigen. 

8 ) Dafs," um diefen Irrthum zu herichtig'en , man 

die Bedingungen und Annahmen- modihciren 
mufa , bis unter ihnen kein Widerfpruch mehr 
ift, folglich auch- keine inverfe Quantität im 
Rcfultate. ^ 

g) Dafs man, um diefe Modifikationen anzubrin- 
gen, das Ende der Rechnung abwarten darf, 
weil fie da oft einfach angedeutet find, dafs 
man die ganze Rechnung nicht von neuem 
wieder anzufangen braucht. / 

ao) Dafs jede inverfe Quantität der Untcrfchied 
zweyer direkten ift, von denen man die 
gröfsere bey Setzung der Gleichung für 'die 
kleinere anfah, und umgekehrt, 
n) Dafs 'man blofs in diefer letzten Bedeutung, 
und nicht mit Bezug auf die eigentlichen ne- 
gativen Quantitäten, den bekannten Grundfatz 
verftehen mufs, dafs jede Quantität, die vom 
Pofitiven zum Negativen, oder umgekehrt,, 
übergeht, nothwendig durch o oder durch ao 
gehen mufs. 

12) Dafs endlich durch diefe Theilung der foge- 
nannten negativen Quantitäten in eigentliche 
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negative und inverfe nichts an den ' ge^väbn- 
lichen Verrichtungen der Rechnung geändert 
wird, fondern dafs dadurch blob die Wider* 
fprüche und die Zweideutigkeiten verfchAvin- 
den, ,dte nothwendigerweife entftehen mufs* 
ten , da man zAvey Avefentlich verfchiedenen 
Dingen diefelbe Benennung gab. 

Ende- des erften Theils. 
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' Ziifördcrfl bitte ich dem Perpendiltel, das Cch an mch- 
lefen Stellen ein geuul viafculinxtm errdiliLiien hat , fein Ge- 
fchlechc zu nehmen , und es nach VcrdieiiA gefchlechilos zti ma- 
chen. Eben lo für Funktion, direkt, Conftrnktion 
u. f. w. Function, direct, CouAruction u, f. \v. zu 
lefen. , 

Für Iilneo-angulär- Quantitäten, bitte ich go- 
niometrifche Funktionen zu fetzen. 

3 onA habe ich nur folgende erhebliche Schreibfehler bemerkt. ' 
Z. 6. V. o. Aatt leicht iA, die lies leicht iA die 
' V o r A e 1 1 u 11 g. 

A. ihn 1 . Ae. , 

A. Ausdruck der Vergleichung 1 . MaafsA.tb zut 
Vergl. ; eben fo noch an einigen Stellen nach- 
her, wo wieder Ansdr. der Vergl. vorkomnU. 
A. Kugelfchtiitte 1 . Kegelfchiiitte, 

A. über diefs im Gegentheil die 1 . über die, 
die ira Gegentheil Ach. 

I. T. o. A. Erklärungen 1 . Entwickeluiigeai. 

13 . V. u. A. Differetiiien 1 . DiAerenti.ile. 

5. A. in einem Werke 1 . mit einem Worten ' 

14. V. u. A. mit der Moral, mit Muthmafsun- 
geu unbcAimmter Thatfacheii lies: 
mit der moralifcheii llcfchaA'enhcit der Men- 

' ' feilen , mit Muthmafsungen, uubeAimmteu 

Thatf. , 1 

A, die auf Ae wirken 1 . mit denen Ae behaftet 
And. 

als Glänze, oder als erAcr und letztet Werth 
1 . zur Gränze, oder zum erAeu und letzten 
j Werth. 

^ 4 - ft. der Gräiize 1 . diefe Gränze. 

7. V. u. Ä. auf 2 Ausdrücke 1 . auf zwey Glieder. 


8 . 5. 

5. 

— 88 - 


3 *. 

3a. 

37 - 

45. 

bo. 

6a. 


— 63. 

— 64. 


o, 

u. 


u. 

u. 


— 3s V. u. 
1. As 


— 64 . 

— 65. 

— 66. 

— 68. 

. — 68. 

— 69. 

— 70. 

— 7 «. 

— 73.' 

— 74. 

— 75. 

— 75. 

— 77 -. 

— 81- 

— 84 - 

— 87 - 

— 95. 

— 96. 


/ I.J. V. u. A.\ Ausdrücke I. Glieder. 
15. V. u. A./ 


V. u. A. Grufse 1 . Quantität, - 

— 1. V. u. A. dafs et 1 . dafs os. 

— 4, r, u. in verkehrter l. in inverfer. 

— 6. V. u. A. correl. SyAeme, fo 1 . corrclaiive SyAeme fo, 

— )i. V. u. A, den letzten Ausdruck alheirt 1 , mit 4 -^m 

der letzte Ausdruck behaftet iA. 

9. V. O. A. nichtimg 1 , Sinn. 

— 14. y. u. A. von .... aAicirt 1 . mit behaftet. 

— 6. V. o. Mittel der V. 1 . MaafsAab zur V, 

~ 9. V. 11. A. Coiifurmiiät 11. Nichtconformiiät 1 . Gleich- 
fürmigkeit und Uugleicltiörmigkeit. 

— 10 V. o. A. Vitrichtung 1 . Function. 

— 6. V. u. A. Ae alhciren 1 . mit ihnen behaftet And. 

— 4. V. o. A. bey l. unter. ' 

— 6. V. o.' A. laut 1 . im Laufe. 

— 3. V. u. A. dbii 1. das. 

— g, V. n,' A. rationel 1 .' rational. 


Digilized by Google 


S. loo. 

100. 

— io5. 

— 1 16. 

— V‘9- 

— 140 
•—, 121 . 

— 123 . 

— >26. 

— 128 . 

— 129. 

— 132. 

— 147. 

— »49. 

— 151. 


— 155. 

i — 176. 
245 

— 24» 

~ 500. 


Z. 10 . ▼. -o. fl. wi* ira F*ll darauf 1. -me im ,vorhcrfe- 
handeii Fall, darauf. 

— 1 . V. II. ft. nie 1. nur. ‘ 

— 2 . V. u. fl. Autdruche l. Glirdar, eben Io »uf der fol» 

griiden Seite. 

— 10 . T. o. fl. ift 1. fey. 

— 12 . V. V. 11 . ft. der 1. die. 

— iS. V. u. ft. bereits von ^ 1. rechts von B, 

— i4- V. o. ft. andere. Weil 1. andere, weil. 

— 3- V-. u. ft. der als links 1. der, links. 

— 10 . V. o. fl. Bofltit's 1. BolTut's. 
überall fiir Frage lies Aufgabe. 

Z. 13 . V. u. applicirte 1. klare. 

— 12 . V. u. ft. wirklich, gewifs 1. gewifle. 

— 7 . V u. ft. verwirrtes 1. verworreugs. 

für Bedeutung 1. Sinn. < 

Z. 9 . V. u. fl. nie 1. nur. 

■** — — ft, der BiTultat'e der 6 . I* ihrer Befiilute, mit 
denen der S. 

— 7 . V. u. ft. ihm 1. ihre. 

— !• V. u. fl. auf die andern .1. auf die andere. 

— 10. V. n. ft. mit ihr hat er 1 . darauf hat er. 

— 7 . V. o. ft. war möglich 1. wäre möglich. 

— 1 . T. u. A. 6 C + co/(B+0 

• . ßn B 

^ ß + yin C -f /Sn (B + C) 

/in £ 
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